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Résumé

Résumé

Cette thèse est consacrée au développement de nouvelles méthodes d’estimation
adaptées à l’analyse de la dynamique virale sous traitement dans l’infection par le
virus de l’immunodéficience humaine (VIH).

L’analyse statistique des données longitudinales de dynamique virale recueillies
chez plusieurs patients repose sur l’utilisation de modèles non-linéaires à effets
mixtes, qui permettent de distinguer une variabilité inter-patient d’une variabilité
résiduelle. L’estimation des paramètres de ces modèles est délicate, l’expression de
la vraisemblance n’étant pas explicite. Les travaux de cette thèse sont fondés sur
l’algorithme d’estimation par maximum de vraisemblance SAEM, une version sto-
chastique de l’algorithme Expectation Maximisation (EM) adaptée à ces modèles.

Nous avons développé des tests de Wald et du rapport de vraisemblance fondés
sur l’algorithme SAEM permettant de comparer l’effet traitement de deux traite-
ments sur les paramètres modélisant la décroissance de la charge virale. La matrice
de Fisher, utilisée pour le test de Wald, est estimée par approximation stochastique
et la vraisemblance par échantillonnage préférentiel. Dans ce cadre, nous avons éga-
lement proposé une méthode de calcul du nombre de sujets nécessaires.

L’analyse de données de charge virale est compliquée par l’existence d’une cen-
sure de la mesure de ce marqueur. En effet, dès que le nombre de virus est trop
faible, la concentration ne peut pas être mesurée précisément. Cette censure, si elle
n’est pas prise en compte dans l’analyse statistique des données de charge virale,
induit un biais dans l’estimation des paramètres du modèle. Nous avons proposé
une extension de l’algorithme SAEM intégrant un algorithme de Gibbs hybride de
simulation des données censurées, s’affranchissant de ce biais. Nous avons adapté
les tests de Wald et du rapport de vraisemblance à ce cadre. L’utilisation de cette
méthode de modélisation pour l’analyse de la décroissance de charge virale de l’essai
clinique trianon-anrs 81 de l’Agence Nationale de Recherche sur le Sida (ANRS)
a mis en évidence une meilleure réponse des patients à l’un des deux traitements
comparés, ce qui n’a pas pu être montré par une approche classique de traitement
des données censurées dans le cadre d’un modèle mixte.

Les traitements anti-rétroviraux étant de plus en plus efficaces, la part de données
de charge virale censurées augmente. Une évaluation à long terme des traitements
ne peut donc pas reposer uniquement sur l’analyse de ce marqueur, et doit égale-
ment s’appuyer sur l’évolution de la concentration de cellules lymphocytes CD4+,
qui est corrélée à celle de la charge virale. La dynamique conjointe de ces deux mar-
queurs est décrite par des systèmes différentiels complexes. Nous avons développé des
versions de l’algorithme SAEM adaptées à l’estimation des paramètres de modèles
mixtes définis par systèmes différentiels ordinaires ou stochastiques, en intégrant
respectivement une méthode de résolution numérique du système différentiel ou du
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Résumé

processus de diffusion. Dans ce cadre, l’estimation des paramètres de ces modèles
est réalisée sur un modèle statistique approché, dont la fonction de régression est
une approximation numérique du système différentiel considéré. Nous avons montré
la convergence des deux algorithmes d’estimation des paramètres de ces modèles
statistiques approchés, tout en contrôlant l’erreur induite par l’approximation de
la solution du système différentiel sur l’estimation des paramètres. Nous avons en-
suite appliqué l’algorithme développé à l’analyse simultanée de la décroissance de
la charge virale VIH et la croissance des lymphocytes CD4+ observées chez des pa-
tients sous lopinavir dans l’essai cophar ii-anrs 111. Cette analyse nous a permis
d’estimer les paramètres biologiques impliqués dans la dynamique virale, ainsi que
leur variabilité inter-patient.

Enfin plusieurs médicaments étant administrés conjointement dans les traite-
ments anti-rétroviraux, nous nous sommes intéressés aux méthodologies permettant
d’étudier les interactions pharmacocinétiques entre ces molécules : dans les essais
cliniques d’interaction pharmacocinétique, chaque patient est suivi lors de plusieurs
périodes consécutives. Nous avons étendu l’algorithme SAEM à la modélisation de
ce niveau de variabilité supplémentaire liée à la période d’observation. Nous avons
utilisé cette méthode pour étudier l’interaction d’un inhibiteur nucléotidique de la
transcriptase inverse, sur la pharmacocinétique d’un inhibiteur de protéase, deux
médicaments prescrits dans les traitements anti-VIH, en analysant des données de
concentration recueillies lors de l’essai Puzzle 2- anrs 107.

Cette thèse propose donc des méthodes d’estimation adaptées à l’analyse de la
dynamique virale dans l’infection par le VIH. Ces méthodes sont également ap-
plicables aux études pharmacodynamiques mises en place dans d’autres affections
chroniques (hépatites, cancer, etc). De plus, l’analyse d’études pharmacocinétiques
conduisant à ces mêmes problématiques, l’ensemble de nos résultats peut être utilisé
dans ce domaine.
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Chapitre 1

Contexte

Du fait du vieillissement de la population, l’incidence des maladies chroniques
(infection par le VIH1, hépatites, cancer, affections rhumatismales) est croissante
dans nos sociétés. La prise en charge thérapeutique de ces maladies chroniques est
donc l’un des champs majeurs de la recherche biomédicale. L’évaluation des traite-
ments de ces pathologies repose classiquement sur l’analyse statistique de données
longitudinales, recueillies lors d’essais cliniques, et mesurant au cours du temps et
pour chaque individu considéré un critère de jugement principal, sensible à l’effi-
cacité du traitement. Ce critère peut par exemple être la charge virale (quantité
de molécules virales présentes dans un échantillon de plasma sanguin) lors d’une
infection virale, le volume tumoral en oncologie, la hauteur de l’interligne articu-
laire dans l’arthrose, la pression artérielle dans l’hypertension ou encore l’état de la
fonction respiratoire dans l’asthme. Ces études, qui étudient l’effet d’un médicament
sur l’organisme, sont aussi appelées études de pharmacodynamie (PD). A partir de
ces données longitudinales, l’efficacité de nouveaux traitements est alors comparée
à celle du ou des traitements de référence par des tests statistiques de comparaison
de groupes de patients.

En parallèle, il est nécessaire d’évaluer précisément le devenir dans l’organisme
des médicaments impliqués dans la prise en charge thérapeutique de ces maladies
chroniques. Cette évaluation appelée pharmacocinétique (PK), étudie la relation
entre la dose administrée et la concentration du médicament dans l’organisme. Pour
cela, la concentration du médicament dans le sang est mesurée au cours du temps
chez plusieurs sujets. L’analyse de ces données longitudinales permet d’estimer les
paramètres pharmacologiques caractérisant ces médicaments. Un nouveau médica-
ment peut être alors comparé au médicament de référence à travers des tests statis-
tiques de comparaison de ces paramètres pharmacocinétiques.

Nous avons choisi dans cette thèse de nous intéresser à l’infection par le VIH.
Après avoir rappelé dans la section 1.1 les spécificités de cette maladie, nous présen-

1Virus de l’immunodéficience humaine
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Contexte

tons deux façons d’évaluer les traitements anti-rétroviraux, qui reposent d’une part
sur les modèles, présentés dans la section 1.2, décrivant la dynamique du VIH et
d’autre part sur les modèles décrivant la pharmacocinétique des médicaments anti-
rétroviraux utilisés dans les traitements anti-VIH, et qui font l’objet de la section
1.3.

1.1 Évolution de l’infection par le VIH

Le VIH affecte le système immunitaire en infectant les cellules centrales de ce
système : les lymphocytes T CD4+. Il s’en suit un déficit à la fois quantitatif et
qualitatif des lymphocytes T CD4+ L’évolution de l’infection par le VIH peut donc
être mesurée principalement par deux marqueurs biologiques impliqués dans cette
infection, la charge virale et la concentration des principales cellules hôtes de ce virus,
les lymphocytes T CD4+. Les premières semaines suivant l’infection se traduisent
par une augmentation extrêmement rapide de la charge virale parallèlement à une
chute de la concentration de CD4+ (phase aiguë). Suit alors une période de latence,
pendant laquelle la charge virale se stabilise, alors que la concentration de CD4+

augmente légèrement. Après une période dont la durée peut varier entre les patients
(de quelques mois à plusieurs années), le virus se multiplie, provoquant une baisse
inexorable de la concentration de CD4+, l’apparition de maladies opportunistes, puis
le décès du patient. Cette évolution est illustrée sur la figure 1.1 (a).

L’apparition des traitements anti-rétroviraux a permis d’allonger l’espérance de
vie des patients, en essayant de maintenir la charge virale à un niveau faible, et ainsi
d’augmenter la concentration de CD4+. Cette période pendant laquelle l’infection
est contrôlée peut durer plusieurs dizaines d’années, et varie selon les patients. Ce-
pendant à partir des mutations extrêmement fréquentes du virus, finit par émerger
une ou plusieurs nouvelles formes du virus, résistantes aux différents traitements.
Ces résistances provoquent l’augmentation de la charge virale et la diminution de la
concentration de CD4+, et le décès du patient par perte de sa protection immuni-
taire. L’évolution de la dynamique virale sous traitement est illustrée sur la figure
1.1 (b).
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Figure 1.1: Évolution de la dynamique virale VIH en l’absence de traitement (a) ou
avec initiation d’une multi-thérapie anti-rétrovirale (b)

L’efficacité des traitements anti-rétroviraux est évaluée à travers deux types
d’études complémentaires. La première consiste à évaluer l’évolution de la dyna-
mique virale à l’initiation du traitement, en particulier la rapidité de la décroissance
de la charge virale, la capacité du traitement à maintenir en dessous d’un seuil cette
charge virale pendant plusieurs semaines/années. Cette première évaluation est dé-
taillée dans la section 1.2. Dans un deuxième temps, il est important d’étudier la
pharmacocinétique de ces médicaments anti-rétroviraux, en particulier leur variabi-
lité inter- et intra- patient. De plus, les traitements anti-rétroviraux étant composés
de plusieurs médicaments, il est également important d’évaluer les interactions phar-
macocinétiques entre ces médicaments co-administrés. Les modèles décrivant cette
pharmacocinétique sont décrits dans la section 1.3.
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Contexte

1.2 Modèles de la dynamique du VIH

Comme nous l’avons rappelé précédemment, en l’absence de traitement, l’état
stationnaire du système dynamique [virus-CD4+] correspond à une charge virale
importante et à une quantité de CD4+ faible, responsable de l’état immunodéprimé
rendant le patient sensible à de nombreuses infections opportunistes. A l’initiation
du traitement, cette dynamique s’inverse. Les traitements anti-rétroviraux sont donc
évalués sur leur capacité à modifier cette dynamique virale.

Les médicaments anti-rétroviraux agissent à différentes étapes du cycle réplica-
tif du VIH. On peut distinguer quatre classes thérapeutiques : les inhibiteurs de la
transcriptase inverse (analogues nucléosidiques ou non), les inhibiteurs de protéase,
les inhibiteurs de fusion et les inhibiteurs d’intégrase. Les effets respectifs de ces dif-
férentes classes de médicaments sur le processus d’infection d’un lymphocyte CD4+

par le VIH et sur la réplication du virus sont illustrés par la figure 1.2.
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at varying degrees in lymphoid tissue despite
the fact that the individual might appear to
be clinically well. Although the clinical course
varied widely among individuals, the inex-
orably progressive nature of disease in most
individuals became clear.

An important advance in HIV research has
been the development of highly sensitive
techniques for the precise quantification of
small amounts of nucleic acids35. The meas-
urement of serum or plasma levels of HIV
RNA is now an essential component of the
monitoring of individuals with HIV infec-
tion and, together with CD4+ T cell counts,
guides therapeutic decisions36. Assays such as
RT-PCR and the bDNA technique for
directly detecting HIV RNA have helped to
clarify the direct relationship between
amounts of virus and rates of disease pro-
gression, rates of viral turnover, the relation-
ship between immune system activation and
viral replication, and responsiveness to ther-
apy6.

The ability to measure plasma viremia pre-
cisely led to the classic viral dynamics studies
of Ho and Shaw in 1995, which characterized
the enormous turnover of virus in HIV dis-
ease and the delicate balance bet-
ween virus production and T cell dynam-
ics37,38. These studies led to a cascade of
insights into HIV pathogenesis, among them
an appreciation of the direct relationship
between virus replication and disease pro-
gression and the association of a given viral
set point in an untreated individual with the
prognosis for disease progression39. The lat-
ter observation has been essential in the

design of therapeutic strategies and has
guided clinicians in decisions regarding the
initiation and modification of therapeutic
regimens36.

The finding of latent reservoirs of HIV,
particularly in the resting subset of CD4+ T
cells, has had a sobering effect on hopes of
eradicating HIV in individuals whose viral
load is rendered ‘undetectable’ by antiretrovi-
ral therapy40. Indeed, simple but defining
studies have shown that even in individuals
in whom plasma
viremia is driven by
antiretroviral ther-
apy to levels of less
than 50 copies of
RNA per ml (‘unde-
tectable’) for up to 3
years, the viral reser-
voir persists and the
virus rebounds from
this reservoir within
weeks of discontinu-
ing therapy41.

Studies of the
immune response to
HIV have been both
productive and frus-
trating. Clearly, indi-
viduals in whom
HIV infection has
been established ca-
nnot eliminate the
virus from their
bodies40,41. Despite
this consistent ob-
servation, individu-

als infected with HIV also show several ele-
ments of HIV-specific immunity. Neutral-
izing antibodies, potent HIV-specific CD8+

cytotoxic T cell responses and HIV-specific
CD4+ T cells are present in many individuals
infected with HIV at various stages of dis-
ease6. Unfortunately, CD8+ cytotoxic T cells
select for escape mutants, and the most effec-
tive neutralizing antibodies are directed at
cryptic epitopes against which it is difficult to
induce antibodies. Although CD4+ T cells
capable of undergoing lymphocyte blast
transformation to HIV antigens are more
likely to be seen in individuals in the early
stages of disease, the induction of such
responses has minimal, if any, effect on dis-
ease progression6.

Thus, the initial hope that the identifica-
tion of HIV-specific elements of the immune
system in HIV-infected individuals would
lead to better therapies and vaccines has been
replaced by the realization that we have yet to
identify a clear correlate of protective immu-
nity against HIV infection42. Understanding
the correlates of immune protection and
their potential role in vaccine development
remains one of the greatest challenges in HIV
and AIDS research.

Therapy for HIV infection
Second to the identification of HIV as the
causative agent for AIDS, the most impress-
ive scientific advances have occurred in the
development of effective antiretroviral drugs
for treating individuals infected with HIV.
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Figure 2  The replication cycle of HIV and targets for antiretroviral therapy.

Table 1  Antiretroviral drugs licensed by the US FDA

Drug Approval date

Retrovir (zidovudine, AZT) March 1987

Videx (didanosine, ddl) October 1991

Hivid (zalcitabine, ddC) June 1992

Zerit (stavudine, d4T) June 1994

Epivir (lamivudine, 3TC) November 1995

Invirase (saquinavir-HGC) December 1995

Norvir (ritonavir) March 1996

Crixivan (indinavir) March 1996

Viramune (nevirapine) June 1996

Viracept (nelfinavir) March 1997

Rescriptor (delavirdine) April 1997

Combivir (AZT and 3TC) September 1997

Fortovase (saquinavir-SGC) November 1997

Sustiva (efavirenz) September 1998

Ziagen (abacavir) December 1998

Agenerase (amprenavir) April 1999

Kaletra (lopinavir and ritonavir) September 2000

Trizivir (AZT + 3TC + abacavir) November 2000

Viread (tenofovir) October 2001
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Figure 1.2: Cycle de réplication du VIH et action des anti-rétroviraux
Source : Nature Medicine c©Nature Publishing Group [1]

A l’initiation d’une multi-thérapie classique comprenant un inhibiteur de pro-
téase et deux inhibiteurs de la transcriptase inverse, l’inhibiteur de protéase rend les
virus présents non infectieux (les virus libres ne peuvent plus infecter de CD4+) et
l’inhibiteur de la transcriptase inverse diminue le nombre de copies du virus libérées
suite à l’infection et à la destruction d’un CD4+. Ces effets combinés entraînent donc
la décroissance de la charge virale, et la restauration d’un niveau quasi normal de
CD4+.

La dynamique combinée du VIH et des CD4+ peut être décrite par un système
différentiel représentant les interactions entre ces deux vecteurs. Les différents mé-
canismes d’action des médicaments sur ces deux marqueurs sont ensuite intégrés
au sein des systèmes différentiels décrivant la dynamique virale, reflétant ainsi leur
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efficacité [2, 3, 4]. Les paramètres de ces systèmes ont tous une interprétation biolo-
gique (taux d’infection des CD4+ par un virus, taux de réplication du virus au sein
de la cellule lymphocytaire, durée de vie moyenne des CD4+, du virus, vitesse de
régénération des CD4+, efficacité thérapeutique, etc), ce qui en fait leur principal
attrait. En particulier, cette modélisation mathématique a joué et joue encore un
rôle très important dans la compréhension de cette infection et dans l’amélioration
de sa prise en charge thérapeutique. Ces systèmes sont détaillés dans le chapitre 7
de cette thèse.

1.3 Modèles pharmacocinétiques

Comme nous venons de le voir, différentes classes de médicaments sont combi-
nées dans la prise en charge thérapeutique de l’infection par le VIH. L’association de
deux médicaments peut être favorable (par exemple co-administration de ritonavir
et d’indinavir afin de diminuer l’élimination de ce dernier) ou au contraire conduire
à l’apparition de toxicité ou d’effets indésirables. Il est donc crucial d’étudier ces
interactions en considérant les quatre grandes phases décrites en pharmacocinétique
(l’absorption, la distribution, le métabolisme et l’élimination). Le devenir du médi-
cament dans l’organisme peut s’envisager de manière dynamique : le corps humain
est assimilé à un ensemble de compartiments entre lesquels le médicament peut
s’échanger et éventuellement se transformer. La figure 1.3 représente un modèle à
un seul compartiment schématisant le devenir d’une Dose de médicament adminis-
trée par voie orale, absorbé depuis l’intestin avec une constante d’absorption ka vers
un unique compartiment de volume V , et éliminé avec une constante d’élimination
ke.

- -VDose
ka ke

Figure 1.3: Modèle à un compartiment avec absorption et élimination du premier
ordre

L’évolution de la quantité Q de médicament dans le sang est alors décrite par
une équation différentielle qui dépend de la fonction d’administration du médicament
e(t) (orale, intra-veineuse, etc)

dQ(t)

dt
= −keQ(t) + e(t).

Pour l’administration orale d’un médicament, cette fonction d’entrée s’écrit e(t) =

Dose · kae−kat. Si φ est le vecteur de paramètres pharmacocinétiques φ = (V, ka, ke),
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la concentration C du médicament dans le sang est alors décrite par l’équation
différentielle suivante

dC(φ, t)

dt
= −keC(t, φ) +

Dose · ka
V

e−kat. (1.1)

La solution C de cette équation

C(t, φ) =
Dose · ka
V (ka − ke)

(
e−ket − e−kat

)
est une fonction non-linéaire en φ. La concentration d’un médicament dans le sang
modélisée par cette fonction est représentée en figure 1.4.
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Figure 1.4: Courbe de concentration d’un médicament pour un modèle à un com-
partiment avec absorption et élimination du premier ordre

Lorsque l’étape d’élimination enzymatique du médicament est saturable, la phar-
macocinétique du médicament est décrite par l’équation de Michaelis-Mentens :

dC

dt
(t, φ) = − VmC(t, φ)

km + C(t, φ)
+
Dose · ka

V
e−kat, (1.2)

où φ = (V, ka, Vm, km) et qui, contrairement à la précédente équation, est sans so-
lution analytique. Des modèles plus complexes à plusieurs compartiments sont éga-
lement utilisés et permettent par exemple de modéliser la pharmacocinétique d’un
médicament et de son métabolite.

Une interaction cliniquement importante entre deux médicaments anti-rétroviraux
aura pour conséquence de modifier certains de ces paramètres pharmacocinétiques.
Nous y reviendrons dans le chapitre 8 de cette thèse.
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1.4 Analyse de données longitudinales

L’analyse de la dynamique du VIH (ou plus généralement de l’évolution d’une ma-
ladie) d’une part et l’analyse de l’évaluation des paramètres pharmacologiques d’un
médicament d’autre part mettent en jeu des méthodologies statistiques similaires :
l’analyse de données longitudinales à partir de modèles différentiels non-linéaires. On
peut toutefois remarquer que les échelles de temps des phénomènes en jeu diffèrent
de façon importante, les maladies chroniques nécessitant des suivis sur plusieurs
semaines voire plusieurs années, alors que les médicaments étant généralement rapi-
dement éliminés par le corps humain, les données d’études pharmacocinétiques sont
recueillies sur une période de temps de l’ordre de quelques heures ou jours.

Cependant l’analyse de ces données longitudinales requiert des méthodes statis-
tiques adaptées. En effet, les vecteurs de données de chaque patient sont supposés
indépendants les uns des autres, mais les données d’un même sujet sont bien évi-
demment corrélées dans le temps. Les modèles à effets mixtes ont été développés
pour tenir compte de cette corrélation. On peut alors distinguer différentes sources
de variabilité : une variabilité entre les individus, dite inter -patient, une variabilité
des paramètres d’un même sujet au cours du temps, dite intra-patient et enfin une
variabilité résiduelle représentant l’écart par rapport au modèle utilisé. En général,
les variabilités intra-patient et résiduelle sont confondues.

Ces modèles mixtes permettent de plus d’évaluer la distribution des paramètres
du système biologique au sein de l’ensemble de la population en considérant dans le
modèle statistique les paramètres individuels comme des variables aléatoires ("effet
aléatoire") centrées autour de leur valeur moyenne ("effet fixe") de population. Il
est alors possible d’en déduire une courbe moyenne dite de population, reflétant
l’évolution moyenne du processus biologique observé au sein de la population. Pour
chaque patient peut être prédite une courbe individuelle reflétant son mécanisme
propre. La figure 1.5 illustre ce principe sur les données de pharmacocinétique de la
théophylline.

Les modèles mixtes sont de plus en plus utilisés pour analyser l’évolution de
maladies chroniques, notamment, la dynamique d’infections virales. Parmi ces infec-
tions, l’évolution de la charge virale VIH a été largement décrite par modèles mixtes
[5, 6, 7, 8, 9]. Les modèles mixtes constituent également un outil de référence dans le
cadre de l’étude des caractéristiques d’un médicament en pharmacocinétique [10, 11]
et sont largement utilisés pendant la phase III2 du développement des médicaments
[12].

2Le développement d’un médicament est réalisé en plusieurs étapes. Après des études pré-
cliniques in vitro ou sur l’animal, le médicament est validé au cours de trois phases. Les essais
de phase I étudient la pharmacocinétique et la tolérance du médicament chez le volontaire sain.
Les études de phase II explorent l’efficacité thérapeutique chez des malades. L’étude de phase III
consiste à prouver son efficacité comparativement au traitement de référence ou à un placebo, chez
des malades.
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Figure 1.5: Courbes de population (ligne pleine) et individuelles (ligne en pointillée)
de la pharmacocinétique de théophylline pour 4 sujets (valeurs observées représentées
par des étoiles)

En particulier, ces modèles sont adaptés lorsque le nombre de prélèvements par
sujet est faible, ce qui est souvent le cas dans ces essais conduits dans des populations
particulières telles que les patients, les enfants ou les personnes âgées.

Cependant l’estimation des paramètres de ces modèles non-linéaires mixtes est
complexe, et différentes méthodes d’estimation, présentées dans la partie 2, ont été
proposées. Nous détaillerons plus spécifiquement l’algorithme SAEM, une version
stochastique de l’algorithme Expectation Maximisation (EM), sur lequel les différents
développements de cette thèse reposent.
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Chapitre 2

Modèles non-linéaires à effets mixtes
et méthodes d’estimation

2.1 Modèles et notations

Nous considérons un problème statistique où les données observées de l’individu
i sont notées yi = (yi1, . . . , yini

)t où yij est la mesure de la variable y pour le sujet i
à l’instant tij, i = 1, . . . , N , j = 1, . . . , ni. Le modèle non-linéaire mixte s’écrit

yij = f(φi, tij) + g(φi, tij) εij,

εi ∼iid N (0, σ2Ini
), (2.1)

φi = Xiµ+ bi, où bi ∼iid N (0,Ω),

où φi est le vecteur des paramètres individuels, f(·) et/ou g(·) sont des fonctions
non-linéaires de φ = (φ1, . . . , φN), εi = (εi1, . . . , εini

)t représente l’erreur résiduelle
du sujet i, µ la matrice des effets fixes, Xi le vecteur des covariables, bi le vecteur
des effets aléatoires, supposés indépendants de εi, σ2 la variance résiduelle, Ini

la
matrice identité et Ω la matrice de variance inter-individuelle des effets aléatoires.
On s’intéresse dans ce cas à l’estimation du vecteur θ = (µ,Ω, σ2) ∈ Θ où Θ est un
sous-ensemble de Rp.

Ce modèle peut être considéré comme un problème à données non observées, les
paramètres individuels φ étant inconnus. Dans la littérature statistique, ces modèles
sont également appelés incomplete data models ou modèles à données manquantes.
Nous éviterons autant que possible dans cette thèse d’employer cette expression
car dans la littérature statistique médicale, le terme données manquantes est nor-
malement consacré et réservé aux données qui auraient dû être mesurées mais qui
n’ont pas pu l’être pour des raisons externes (patients ne se présentant pas à un
rendez-vous, sorties d’étude, covariable non renseignée, etc). De plus, il ne faut pas
confondre ces données manquantes avec les données censurées traitées dans cette
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thèse, et qui sont des données de mesure de concentration censurées par un seuil
de détection de dispositif expérimental (concentration de virus trop faible pour être
mesurée avec précision). Dans ce cas, la raison de la censure est connue et peut être
intégrée au modèle statistique. Le traitement des données manquantes est un axe de
recherche important, qui dépasse largement le cadre de cette thèse.

Dans la suite, le vecteur x désigne plus généralement le vecteur des données non
observées appartenant à Rl (dans certains modèles considérés dans cette thèse, x
ne sera pas composé uniquement du vecteur φ). Le vecteur (y, x) est appelé vecteur
des données complètes. On suppose que la vraisemblance des données complètes
(y, x) appartient à une famille paramétrique notée {p(·; θ), θ ∈ Θ} par rapport à
une mesure borélienne ν σ-finie (par exemple la mesure de Lebesgue sur l’espace de
définition de x). La vraisemblance des observations est alors définie par

p(y; θ) =

∫
Rl

p(y, x; θ)ν(dx)

où p(y, x; θ) est la vraisemblance des données complètes. Les fonctions de régres-
sions f et/ou g étant non-linéaires, la vraisemblance des données observées n’a pas
d’expression analytique. L’estimation des paramètres de ces modèles n’est alors pas
directe. En revanche, en général, la vraisemblance des données complètes a une ex-
pression analytique.

C’est le cas par exemple pour un modèle non-linéaire mixte simple où les seules
données non observées sont les vecteurs des paramètres individuels (x = φ). Pour ce
modèle, la vraisemblance des données complètes s’écrit

log p(y, φ; θ) = −
∑N

i=1 ni
2

log(2πσ2g2(φi, tij))−
1

2σ2g2(φi, tij)

∑
i,j

(yij − f(φi, tij))
2

−N
2

log(2π|Ω|)− 1

2

∑
i

(φi −Xiµ) Ω−1(φi −Xiµ)t.

Certaines méthodes d’estimation des paramètres des modèles non-linéaires à ef-
fets mixtes utilisent cette propriété et sont fondées sur le calcul de la vraisemblance
des données complètes au lieu du calcul direct de la vraisemblance des données
observées.

Nous présentons dans la section suivante les principales méthodes d’estimation
habituellement utilisées, c’est-à-dire celles qui sont mises en oeuvre dans des logi-
ciels à la disposition des utilisateurs. Nous distinguons les méthodes classiques des
méthodes par approche bayesienne. Toutefois, les méthodes classiques implémentées
dans ces logiciels étant toutes basées sur une approximation de la vraisemblance, au-
cune ne maximise la vraisemblance des données observées du modèle mixte original.
Nous présentons dans la section 2.3 des méthodes "exactes" d’estimation par maxi-
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mum de vraisemblance, qui reposent sur des méthodes statistiques plus élaborées et
complexes.

2.2 Méthodes d’estimation usuelles pour les modèles

non-linéaires mixtes

Nous présentons ici les méthodes d’estimation des paramètres des modèles non-
linéaires mixtes qui sont implémentées dans les principaux logiciels à la disposition
de l’utilisateur.

2.2.1 Méthodes d’estimation basées sur une approximation

du modèle

Plusieurs algorithmes basées sur des approximations du modèle ont été propo-
sées, présentant des estimateurs minimisant des erreurs quadratiques d’un modèle
approché. Les plus utilisés sont les algorithmes itératifs First Order (fo) et First
Order Conditional Estimate (foce), développés notamment par Beal et Sheiner [13]
et Lindstrom et Bates [14]. Une linéarisation à l’ordre un de la fonction de régres-
sion par rapport aux effets aléatoires permet d’avoir une expression analytique de la
vraisemblance, qui est maximisée par un algorithme de Newton-Raphson, les effets
aléatoires φ étant estimés par maximum a posteriori de la distribution conditionnelle
p(·|y; θ) à chaque itération. Ces deux algorithmes sont implémentés dans le logiciel
nonmem, utilisé par une large majorité des laboratoires pharmaceutiques, et dans
la fonction nlme de Splus et R. Il existe aussi des méthodes basées sur une approxi-
mation de Laplace ou une quadrature de Gauss de la vraisembalnce [15], qui sont
par exemple mises en oeuvre dans la procédure nlmixed du logiciel sas.

Cependant, aucune de ces méthodes n’est considérée comme établie théorique-
ment, aucune preuve de convergence vers un maximum de vraisemblance n’ayant été
publiée. En particulier, Vonesh [16] donne un exemple pour lequel les estimateurs
produits par les algorithmes de linéarisation fo, foce sont inconsistants dès que
le nombre d’observations par sujet croît moins vite que le nombre de sujets. Ge et
al. [17] rapportent des problèmes similaires lorsque la variance des effets aléatoires
est trop grande. De plus, il est très fréquent que ces logiciels ne convergent pas, et
les tests statistiques utilisés pour la sélection des covariables ont des propriétés mal
connues. Par exemple, plusieurs auteurs ont montré par simulation une inflation du
risque de première espèce des tests les plus utilisés (Wald, rapport de vraisemblance)
avec ces algorithmes [6, 18, 19, 20].

Récemment, une méthode a été proposée comme alternative à la linéarisation du
modèle, intégrant numériquement la vraisemblance par échantillonnage préférentiel.
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Cependant, comme l’ont souligné Ge et al. [17], la stabilité numérique de cet algo-
rithme s’obtient par des méthodes lourdes, nécessitant un temps de calcul très long
par rapport à d’autres méthodes paramétriques.

Il existe donc un réel besoin de méthodes d’estimation par maximum de vraisem-
blance des paramètres d’un modèle non-linéaire mixte, maximisant la vraisemblance
du modèle original et non pas celle d’un modèle approché, et qui soient convergentes
et consistantes. Des méthodes répondant à ces critères sont présentées dans la partie
2.3.

2.2.2 Méthodes d’estimation bayesiennes

La deuxième approche d’estimation habituellement utilisée est l’approche baye-
sienne. Dans ce cadre, une loi a priori, notée π(θ), sur le paramètre θ est intro-
duite dans le modèle mixte. Le problème est alors d’évaluer la loi a posteriori
p(θ|y) ∝ π(θ)p(y; θ), où p(y; θ) est la vraisemblance du modèle. La fonction de
vraisemblance n’ayant pas d’expression analytique dans les modèles non-linéaires
mixtes, et les constantes de normalisation de ces différentes distributions ne pou-
vant pas être calculées, l’évaluation de la distribution a posteriori est difficile. Les
méthodes de Monte Carlo par chaînes de Markov (MCMC) ont été développées
pour contourner ce problème. A l’origine développées dans un contexte bayésien,
ces méthodes sont maintenant utilisées dans des méthodes d’estimation par maxi-
mum de vraisemblance. Le principe des méthodes MCMC (algorithmes de Gibbs,
de Metropolis-Hastings) est détaillé plus loin.

Gelfand et al. [21] ont proposé d’utiliser un échantillonneur de Gibbs pour évaluer
les distributions a posteriori p(θ|y) et conditionnelle p(φ|y) simultanément, ces deux
distributions p(θ|y) =

∫
p(θ|y, φ) p(φ|y; θ) dφ et p(φ|y) =

∫
p(φ|y; θ)p(θ|y) dθ étant

fortement dépendantes l’une de l’autre. Cependant, pour les modèles non-linéaires
mixtes, la simulation selon la distribution p(φ|y; θ) n’est pas directe. Des algorithmes
de Monte Carlo par chaînes de Markov hybrides ont été proposés par Racine-Poon
[22], Wakefield et al. [23, 24] et Bennet et al. [25]. Spiegelhalter et al. [26] ont
développé les logiciels BUGS et PK-BUGS mettant en oeuvre ces algorithmes.

Au cours de cette thèse, nous avons développé deux versions de ces algorithmes
bayésiens adaptés aux modèles mixtes définis par des systèmes dynamiques. Ces
travaux sont détaillés dans les sections 6.1 et 6.2.

2.3 Méthodes d’estimation par maximum de vrai-

semblance

Nous présentons maintenant les différentes méthodes d’estimation réalisant une
maximisation exacte de la vraisemblance du modèle.
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Étant donnée l’expression complexe de la vraisemblance d’un modèle non-linéaire
mixte, que nous avons rappelée dans la section 2.1, l’estimation des paramètres de
ces modèles par maximisation de cette vraisemblance est difficile. Deux alternatives
principales sont possibles, fondées soit sur l’utilisation de l’algorithme de Newton-
Raphson (NR) ou sur celle de l’algorithme Expectation-Maximization (EM). Les
différentes versions proposées pour les modèles mixtes et fondées sur une approxi-
mation Monte-Carlo, une approximation stochastique ou autre, de ces algorithmes
sont résumées dans le tableau 2.1.

Table 2.1: Méthodes d’estimation par maximum de vraisemblance des modèles non-
linéaires à effets mixtes

Algorithme
d’estimation

Méthodes d’approximation

Approximation
stochastiqueMonte Carlo Autre

Newton-
Raphson Mc Culloch [27] Gu et

Kong [28]
Commenges
et al. [29]

Expectation-
Maximization Wu [7] Kuhn et

Lavielle [30]

La plupart de ces méthodes intègrent des procédures de Monte Carlo par chaînes
de Markov de simulation des données non-observées. Nous rappelons leur principe
dans le paragraphe suivant.

2.3.1 Méthodes de Monte Carlo par chaînes de Markov

On appelle algorithme de Monte Carlo par chaînes de Markov (MCMC) toute
méthode produisant une chaîne de Markov ergodique ayant pour loi stationnaire
une loi π(·). Ces méthodes sont généralement utilisées lorsque la loi π(·) n’est pas
simulable directement et/ou lorsqu’elle est connue à une constante de normalisation
près. Plusieurs algorithmes MCMC ont été proposés, qui sont des versions hybrides
ou des généralisations de l’échantillonneur de Gibbs et de l’algorithme de Metropolis-
Hastings. Robert et Casella proposent une revue de ces méthodes [31]. Nous rap-
pelons ici leurs principes, plusieurs algorithmes hybrides ayant été développés dans
cette thèse.

L’échantillonneur de Gibbs et l’algorithme de Metropolis-Hastings sont basés sur
le même principe : ils assurent l’existence de noyaux de transition, noté Π(x, x′)dx′,
permettant de générer une chaîne de Markov de loi stationnaire π(·). On note X =

{Xt; t ≥ 0}, avec Xt = (Xt,1, . . . , Xt,d), cette chaîne de Markov de dimension d et de
loi stationnaire π(·).

Les principales propriétés de convergence des chaînes de Markov sont l’ergodicité
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géométrique et l’ergodicité uniforme, que nous rappelons ici.
Une chaîne est géométriquement ergodique si elle est ergodique et s’il existe une

fonction positive M de mesure finie π(M) <∞ et une constante r < 1 telles que

∥∥Πk(x, ·)− π
∥∥ ≤M(x)rk

pour tout x et tout k ≥ 0.
Une chaîne est uniformément ergodique si elle est ergodique et s’il existe une

constante positive M et une constante r < 1 telles que

∥∥Πk(x, ·)− π
∥∥ ≤Mrk

pour tout k ≥ 0.
Différentes conditions assurant l’une ou l’autre des ergodicités ont été proposées

pour les deux algorithmes.

Échantillonneur de Gibbs

L’algorithme de Gibbs repose sur la probabilité de transition suivante

Π(X,X ′) =
d∏
i=1

qi(X
′
i|X ′

1, . . . , X
′
i−1, Xi+1, . . . , Xd)

où qi(xi|xj, j 6= i) = π(xi|xj, j 6= i) est la i-ème densité conditionnelle. A partir de
la valeur Xk−1 de la chaîne obtenue à l’itération k − 1, la valeur Xk est obtenue
après la réalisation de d étapes de simulation à l’aide des lois qi appelées aussi lois
instrumentales (proposal distributions) :

Etape 1 : Simulation de Xk,1 suivant q1(·|Xk−1,2, . . . , Xk−1,d)

Etape i, i = 2, . . . , d−1 : Simulation deXk,i suivant qi(·|Xk,1, . . . , Xk,i−1, Xk−1,i+1, . . . Xk−1,d)

Etape d : Simulation de Xk,d suivant qd(·|Xk,1, . . . , Xk,d−1)

La convergence de cet algorithme et l’ergodicité géométrique ou uniforme de la
chaîne simulée sont assurées, par exemple, sous une condition de minoration proposée
par Tierney [32]. Robert et Casella [33] détaillent d’autres conditions de convergence.
La principale limite de l’échantillonneur de Gibbs réside dans le choix restreint de
lois instrumentales possibles. En effet, il est nécessaire de connaître π analytique-
ment ou de savoir simuler chacune des densités conditionnelles pour implémenter cet
algorithme. Lorsque ce n’est pas le cas, il est possible d’avoir recours à l’algorithme
de Metropolis-Hastings.
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Algorithme de Metropolis-Hastings

L’algorithme de Metropolis-Hastings a pour probabilité de transition

Π(X,X ′) = q(X,X ′)ρ(X,X ′)

où q(X, ·) est la loi instrumentale et ρ(X,X ′) est la probabilité d’accepter le candidat
X ′ à partir de X. A partir de la valeur Xk−1 de la chaîne obtenue à l’itération k− 1,
un candidat X ′ est généré dans la distribution q(Xk−1, ·). On choisit ensuite Xk = X ′

avec la probabilité

ρ(Xk−1, X
′) = min

(
p(X ′|y)
p(Xk−1|y)

q(X ′|Xk−1)

q(Xk−1|X ′)
, 1

)
et Xk = Xk−1 avec la probabilité 1− ρ(Xk−1, X

′).
Cette procédure accepte le candidat proposé chaque fois que le quotient p(X′|y)

q(X|X′)

est supérieur au précédent. La probabilité d’acceptation ne dépend que du rapport
des distributions conditionnelles p(X′|y)

p(Xk−1|y)
, ce qui permet de contourner le problème

du calcul, souvent impossible, de la constante de normalisation.
L’universalité de cet algorithme en fait un outil très puissant. Quelque soit la

loi instrumentale q, on peut simuler une variable sous n’importe quelle distribution
π dès que les supports coïncident. Cependant, cette universalité reste théorique si
la loi instrumentale q ne simule que rarement des "bons" candidats, c’est-à-dire
des candidats dans la région où π a la plus grande masse. Le choix de q est donc
important et dépend fortement de π. Deux lois instrumentales particulières sont en
général utilisées.

Dans le premier cas, on considère une loi instrumentale possédant la propriété
suivante q(X,X ′) = q(X ′). On parle alors d’algorithme de Metropolis-Hastings in-
dépendant, la simulation du candidat étant indépendante de la valeur précédente
de la chaîne. Dans ce cas, lorsque la loi instrumentale q est proche de la loi π, la
convergence est rapide. Cependant dans certains cas, cet algorithme est très sensible
aux valeurs initiales et aux états absorbants de la chaîne. Il est donc recommandé
de ne pas l’utiliser seul.

La deuxième classe de lois instrumentales utilisées repose sur la propriété de
symétrie q(X,X ′) = q(X ′, X) = q(X ′ − X), on parle alors d’une marche aléatoire.
L’idée sous-jacente consiste à prendre en compte la dernière valeur simulée pour
simuler la suivante. La chaîne de Markov est alors géométriquement ergodique sous
des conditions générales raisonnables, par exemple lorsque la loi π appartient à la
famille exponentielle et est suffisamment régulière. En général, cette marche aléatoire
dépend d’un paramètre d’échelle δ dont le choix est délicat, un exemple courant
consistant à simuler X ′ selon la loi N (X, δ). Si δ est trop grand, une large proportion
de candidats vont être rejetés. Inversement si δ est trop petit, la marche aléatoire
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n’accepte que des candidats dans un petit voisinage et se déplace très lentement
dans l’espace des paramètres. Lorsque la dimension d de la chaîne de Markov est
petite, différents auteurs [34, 35] recommandent d’adapter ce paramètre d’échelle
afin d’assurer un taux de candidats acceptable proche de 30%. Cependant, dès que
d augmente, aucune procédure n’est proposée.

On peut remarquer que l’algorithme de Gibbs est formellement un cas parti-
culier de celui de Metropolis-Hastings : c’est une combinaison de d algorithmes de
Metropolis-Hastings appliqués à chaque composante du vecteur X avec un taux
d’acceptation de 1.

Algorithme MCMC hybride

Le point faible de l’algorithme de Metropolis-Hastings est le choix de la loi instru-
mentale. Cette loi peut être très différente de la loi π visée, et l’algorithme risque alors
de simuler "grossièrement" π. Ce n’est pas le cas pour l’échantillonneur de Gibbs,
dont la loi instrumentale est directement déduite de la loi π. Cependant, la struc-
ture composée de l’échantillonneur de Gibbs peut être une faiblesse. Par exemple,
pour une loi de mélange π, l’échantillonneur de Gibbs peut n’explorer qu’une seule
des deux composantes du support de π. La liberté du choix de q dans l’algorithme
de Metropolis-Hastings permet parfois de remédier à ce problème, en particulier au
travers de l’optimisation des paramètres d’échelle.

Pour conserver les avantages de ces deux méthodes, Tierney [32] propose une
approche hybride. On appelle alors algorithme MCMC hybride ou Gibbs hybride une
méthode MCMC combinant simultanément des étapes d’un échantillonneur de Gibbs
avec des étapes d’algorithmes de Metropolis-Hastings. Si Π1, . . . ,Πn sont les noyaux
de transition correspondants à ces étapes, on appelle cycle de Π1, . . . ,Πn l’algorithme
de noyau Π∗ = Π1 ◦ . . . ◦ Πn, où ◦ est l’opérateur de composition de fonctions. Une
composition de noyaux associés à la même loi stationnaire π correspond à un noyau
Π∗ de loi stationnaire π. L’ergodicité uniforme de la chaîne de Markov est assurée
dès que l’un des noyaux la garantit.

Différentes versions de méthodes MCMC hybrides sont développées et proposées
au cours de cette thèse, chacune s’adaptant à une problématique rencontrée dans la
modélisation de données longitudinales biomédicales (parties 5, 6.2 et 8 ).

Nous présentons maintenant les méthodes d’estimation par maximum de vraisem-
blance, utilisant ces méthodes MCMC. Dans la section 2.3.2, les méthodes fondées
sur l’algorithme de Newton-Raphson sont exposées, celles reposant sur l’algorithme
Expectation-Maximisation sont détaillées dans la section 2.3.3.
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2.3.2 Méthodes d’estimation basées sur l’algorithme de Newton-

Raphson

L’algorithme de Newton-Raphson est une méthode classique d’estimation par
maximum de vraisemblance. C’est un algorithme itératif reposant sur la résolution
d’une équation de score. Notons respectivement J(θ) = ∂ log p(y;θ)

∂θ
etH(θ) = ∂2 log p(y;θ)

∂θ∂θ′

les fonctions de score (jacobien) et hessienne de la fonction de vraisemblance. L’esti-
mateur du maximum de vraisemblance est obtenu itérativement comme la solution
de l’équation J(θ) = 0. A l’itération k, l’estimateur de Newton-Raphson est actualisé
par la relation

θk = θk−1 + (H(θk−1))
−1 J(θk−1).

Cependant, cet algorithme nécessite le calcul des fonctions jacobienne J(θ) et hes-
sienne H(θ) de la fonction de vraisemblance. Or, lorsque la vraisemblance p(y; θ) et
ces intégrales sont sans expression analytique, l’algorithme de Newton-Raphson ne
peut pas être appliqué directement. Des versions stochastiques adaptées aux pro-
blèmes à données non observées sont donc proposées, se ramenant au calcul de la
vraisemblance analytique des données complètes p(y, x; θ) grâce au théorème proposé
par Louis [36]. Le principe de Louis [36] relie les fonctions jacobienne et hessienne de
la vraisemblance observée p(y; θ) et celles de la vraisemblance des données complètes
p(y, x; θ)

J(θ) = E

[
∂ log p(y, x; θ)

∂θ
|y, θ

]
H(θ) = E

[
∂2 log p(y, x; θ)

∂θ∂θ′
|y, θ

]
+ Var

[
∂∂θ log p(y, x; θ)

∂θ
|y, θ

]
.

L’algorithme Monte Carlo Newton-Raphson (MC-NR)

Des approximations de Monte Carlo de l’algorithme de Newton-Raphson ont été
proposées par Mc Culloch [27] et Tanner [37]. Dans ce cas, les calculs des intégrales
de score et hessienne sont remplacés à chaque itération par des approximations em-
piriques de Monte-Carlo basées sur un échantillon simulé de données non observées.
A l’itération k, le gradient est approché par

Ĵ(θ) =
1

T

T∑
t=1

∂ log p(y, xtk; θk)

∂θ

où (xtk)1≤t≤T est un échantillon de taille T distribué selon la loi p(x|y; θk). La matrice
hessienne Ĥ(θ) est estimée de façon similaire. D’après la loi des grands nombres, cette
approximation peut être aussi précise que voulue en augmentant simplement la taille
T de l’échantillon.

Cette solution élégante soulève de nouvelles questions, en particulier le choix de
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T qui doit augmenter à chaque itération pour assurer la convergence de l’algorithme.
Ceci peut engendrer des problèmes numériques, sur lesquels nous reviendrons plus en
détail lors de la présentation de la version de Monte Carlo de l’algorithme EM (MC-
EM). Pour les modèles non-linéaires mixtes, la simulation d’un échantillon selon la
loi p(x|y; θk) est complexe puisque cette loi n’est pas connue. L’algorithme MC-NR
est alors combiné avec des méthodes de simulation du type MCMC, que nous avons
présenté dans la section précédente.

L’algorithme Stochastic Approximation Newton-Raphson (SA-NR)

La principale alternative à l’approche de Monte Carlo, assurant une convergence
avec un nombre fixé et petit de simulations, repose sur la méthode d’approximation
stochastique (SA) développée par Robbins et Monroe [38]. Le principe de cette
méthode est le suivant : plutôt que d’augmenter
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la taille de l’échantillon simulé à chaque itération, la méthode d’approximation
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stochastique calcule
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une moyenne pondérée entre la valeur calculée à l’itération k et les
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valeurs calculées aux
itérations précédentes.
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En utilisant une suite de poids décroissants (γk), cette
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ERRATUM

méthode réalise l’approximation stochastique suivante

Jk+1(θ) = Jk(θ) + γk (
∂ log p(y, xk; θk)

∂θ
− Jk(θ)),

= (1− γk)Jk(θ) + γk
∂ log p(y, xk; θk)

∂θ

à partir d’une initialisation déterministe J(θ0) et où xk est une réalisation simulée
selon la distribution p(x|y, θk). La matrice hessienne Hk+1(θ) est estimée de façon
similaire. Grâce à cette procédure, l’information tirée des premières itérations a de
moins en moins d’importance, alors que les dernières itérations, qui apportent une
information plus précise de la valeur à évaluer, ont un poids relatif de plus en plus
important.

Une version SA de l’algorithme de Newton-Raphson est proposée par Gu et Li
[39]. Gu et Kong [28] ont proposé de combiner cet algorithme SA-NR avec une
méthode MCMC pour la simulation de ces paramètres individuels en particulier
lorsque la simulation dans la loi a posteriori des paramètres individuels p(x|y; θ)
n’est pas directe. Sous des conditions de régularité du modèle et d’ergodicité de la
chaîne simulée par méthode MCMC, ils ont montré la convergence de leur estimateur.

Algorithme quasi-Newton

Cependant, une approximation numérique satisfaisante de la fonction hessienne
H est souvent difficile à obtenir, en particulier pour les modèles non-linéaires mixtes
pour lesquels la loi p(x|y; θ) est inconnue. Commenges et al. [29] ont récemment
proposé un algorithme du type Newton-Raphson reposant sur l’évaluation suivante
des gradient et hessien

J(θ) = p(y; θ)−1E

[
p(y, x; θ)

∂ log p(y, x; θ)

∂θ
|y; θ

]
,

H(θ) = −J(θ)J(θ)t+p(y; θ)−1E

[
p(y, x; θ)

(
∂2 log p(y, x; θ)

∂θ∂θ′
+
∂ log p(y, x; θ)

∂θ

∂ log p(y, x; θ)

∂θ

t)
|y; θ

]
.

Plus rapide que l’algorithme original de Newton-Raphson, il est aussi performant,
les propriétés de convergence étant conservées. Guedj et al [40] ont appliqué cette
méthode à un modèle d’équations différentielles modélisant la dynamique virale VIH,
et montrent que dans ce cadre, le calcul de la fonction de score est exact.

2.3.3 Méthodes d’estimation basées sur l’algorithme EM

La principale alternative à l’algorithme de Newton-Raphson est l’algorithme
Expectation-Maximisation (EM) proposé par Dempster et al [41]. Comme pour l’al-
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gorithme de Newton-Raphson, la vraisemblance p(y; θ) n’étant pas connue analyti-
quement, il repose sur le calcul de l’espérance conditionnelle de la log-vraisemblance
complète par rapport aux données observées y

Q(θ|θ′) =

∫
log p(y, x; θ)p(x|y; θ′)ν(dx),

utilisant le fait que la vraisemblance des données complètes p(y, x; θ) est connue
analytiquement. Le succès de cet algorithme repose largement sur sa propriété de
monotonie

Proposition 1 Pour tout (θ, θ′) dans Θ2, si Q(θ|θ′) ≥ Q(θ|θ), alors log p(y; θ′) ≥
log p(y; θ) où p(y; ·) est la vraisemblance des données observées.

Cette propriété implique que tout accroissement de Q engendre un accroissement
de p(y; ·). Ainsi, lorsque la maximisation de Q est plus simple que la maximisation
de p(y; ·), des maximisations successives de Q peuvent permettre d’atteindre un
maximum de p(y; ·). S’appuyant sur ce principe, Dempster et al. [41] proposent
donc l’algorithme itératif EM. A l’itération k, cet algorithme est réalisé en deux
étapes :

– Étape E : calcul de l’espérance conditionnelle de la log-vraisemblance complète

Q(θ|θk) =

∫
log p(y, x; θ)p(x|y; θk)ν(dx).

– Étape M : maximisation de cette quantité en θ

θk+1 = arg max
θ
Q(θ|θk)

La suite (p(y; θk))k≥1 est une suite de valeurs croissantes de la vraisemblance des
données observées. La convergence de la suite (θk)k≥1 fournie par l’algorithme EM
vers le maximum de la vraisemblance a été largement étudiée. Citons les travaux
de Dempster et al. [41], complétés quelques années plus tard par ceux de Wu [42].
Nous présentons un résultat de convergence de l’algorithme EM proposé par Delyon
et al. [43] qui obtiennent pour le cadre particulier des modèles de type exponentiel
des hypothèses plus simples que celles de Wu.

Soient les hypothèses
(M1) L’espace des paramètres Θ est un ouvert de Rp. La fonction de vraisem-

blance des données complètes s’écrit

p(y, x; θ) = exp
{
−ψ(θ) +

〈
S̃(x), φ(θ)

〉}
, (2.2)
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où 〈., .〉 est le produit scalaire, S̃(.) est une fonction sur RJ prenant ses valeurs dans
un ouvert S de Rm. Pour tout θ ∈ Θ,

∫ ∣∣∣S̃(x)
∣∣∣ p(x|y; θ)dx <∞.

(M2) Soit la fonction L : S ×Θ → R définie par L(s; θ) = −ψ(θ)+ 〈s, φ(θ)〉 . Les
fonctions ψ(θ) et φ(θ) sont deux fois continuement différentiables sur Θ.

(M3) La fonction s̄ : Θ → S définie par s̄(θ) =
∫
S̃(x)p(x|y; θ)dx est continue-

ment différentiable sur Θ.
(M4) La fonction l(θ) est continuement différentiable sur Θ et ∂θ

∫
p(y, x; θ)dx =∫

∂θp(y, x; θ)dx.

(M5) Il existe une fonction θ̂ : S → Θ telle que ∀θ ∈ Θ,∀s ∈ S, L(s, θ̂(s)) ≥
L(s, θ). De plus, la fonction θ̂(s) est continuement différentiable sur S.

Théorème 1 (Delyon et al [43]) Soit L l’ensemble des points stationnaires de
la fonction log p(y; θ) : L = {θ ∈ Θ; ∂θ log p(y; θ) = 0}. Sous les hypothèses (M1)-
(M5), et en supposant que pour tout θ ∈ Θ, l’adhérence de L(θ) est un sous-ensemble
compact de Θ, pour tout point initial θ0 = θ, la suite (log p(y; θk))k≤1 est croissante
et limk→∞ d(θk,L(θ)) = 0.

L’implémentation pratique de l’algorithme EM peut être rendue difficile par trois
sources de problèmes différents : le calcul de la quantité Q(θ|θ′) qui n’est souvent
pas connue analytiquement, la maximisation en θ de cette fonction qui, lorsque Q
n’est pas connue, est complexe, et enfin la convergence de l’algorithme qui peut être
relativement lente. Pour le deuxième problème, lorsque la maximisation directe de
Q(θ|θk) est délicate, on peut procéder par des accroissements successifs en choisissant
la valeur θk+1 telle que Q(θk+1|θk) ≥ Q(θk|θk). Une solution est apportée par Lange
qui utilise une itération d’un algorithme de Newton-Raphson au cours de l’étape M,
permettant de plus l’accélération de la convergence de EM [44].

Les problèmes persistants sont donc principalement liés aux difficultés de calcul
de l’intégrale définissant Q(θ|θk) et qu’ainsi au temps de calcul nécessaire à la conver-
gence de l’algorithme dans les applications pratiques. Ces deux types de problèmes
peuvent être résolus par le développement de versions stochastiques de l’algorithme
EM.

L’algorithme MCEM

Lorsque l’espérance conditionnelle de la log-vraisemblance complète ne peut pas
être calculée, Wei et Tanner [45] proposent l’algorithme MCEM (Monte Carlo EM ),
qui consiste à l’itération k de l’algorithme EM à approcher l’intégrale Q(θ|θk) par
une méthode de Monte Carlo. Sur le même principe que la version de Monte Carlo
de l’algorithme de Newton-Raphson, à chaque itération, un nombre T de variables
aléatoires (xtk)1≤t≤T est simulé à partir de la loi a posteriori p(x|y; θk) et la fonction
Q est approchée par une moyenne empirique
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Q(θ|θk) ≈
1

T

T∑
t=1

log p(y, xtk; θk).

Wei et Tanner [45] illustrent leur article par simulation sur deux exemples, mais
aucun résultat théorique de convergence n’est présenté. Un algorithme MCEM est
aussi proposé par Meng and Rubin [46].

L’algorithme MCEM peut avoir des problèmes numériques, tels qu’une conver-
gence lente ou même inexistante. Comme pour la version MC de l’algorithme de
Newton-Raphson, le nombre de réplications T a un impact important sur la conver-
gence et son choix reste un problème ouvert. De plus, la simulation d’un nombre
important de réalisations engendre une nette augmentation du temps de calcul. Par
exemple Booth et Hobert [47] implémentent un MCEM avec un échantillon de taille
T = 60 000 pour les dernières itérations, afin d’assurer la convergence numérique
de l’algorithme, ce qui nécessite un temps de calcul particulièrement élevé. D’autres
auteurs ont besoin de plus d’un million de simulations au total pour assurer cette
convergence.

La simulation sous la loi p(x|y; θk) reste délicate pour de nombreux problèmes,
en particulier pour les modèles non-linéaires mixtes. Walker [48] et Wu [49, 50] com-
binent un algorithme MCEM avec une procédure MCMC de simulation des données
non observées. Ils rapportent les mêmes problèmes de convergence numérique et ne
proposent aucun résultat théorique. Leary [51] et Guzy et al. [52] ont également
présenté des variantes de l’algorithme MCEM adaptées aux modèles non-linéaires
mixtes.

L’algorithme SAEM

Une alternative à la fois au problème de convergence presque sûre mais aussi au
problème numérique repose sur une approximation stochastique de l’étape E et a été
proposée par Delyon et al. et Kuhn et Lavielle [43, 30]. Dans ce cas, l’étape E de cet
algorithme, appelé algorithme SAEM (Stochastic Approximation EM ), est divisée en
une étape de simulation et une étape d’approximation stochastique. A l’itération k,
l’étape de simulation S consiste à simuler une réalisation xk des données manquantes
x d’après la loi conditionnelle p(x|y; θk). L’étape d’approximation stochastique SA
introduit une suite décroissante de pas positifs (γk) et réalise l’approximation sto-
chastique suivante à l’itération k

Qk+1(θ) = Qk(θ) + γk(log p(y, xk; θk)−Qk(θ)),

où xk est simulé sous la loi p(x|y, θk). L’étape M devient

θk+1 = arg max
θ∈Θ

Qk+1(θ).
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Sous l’hypothèse (M1) d’un modèle du type exponentiel, il suffit de réaliser l’ap-
proximation stochastique sur une statistique exhaustive S̃ du modèle.

Le résultat de convergence, obtenu par Delyon et al. [43], nécessite, outre les
hypothèses de régularité (M1)-(M5), des hypothèses relatives à la méthode de simu-
lation des données manquantes x et à la suite de pas (γk).

On suppose que les variables aléatoires x1, . . . , xk sont définies sur le même espace
de probabilité (Ω,A, P ). On définit F = {Fk}k≥0 la famille de σ-algèbre croissante
générée par les variables aléatoires x1, . . . , xk.

Soient les hypothèses :
(SAEM 1) Pour tout k > 0, 0 ≤ γk ≤ 1,

∑∞
k=1 γk = ∞ et

∑∞
k=1 γ

2
k <∞

(SAEM 2) l : Θ → R et θ̂ = S → Θ sont m fois différentiables,
(SAEM 3) 1. Pour toute fonction positive borélienne Φ, E [Φ(xk+1)|Fk] =∫

Φ(x)p(x|y; θk)dx

2. Pour tout θ ∈ Θ,
∫
‖S̃(z)‖2p(x|y; θ)dx < ∞ et la fonction α(θ) :=

Covθ(S̃(z)) est continue par rapport à θ.

Théorème 2 (Delyon et al. [43]) Sous les hypothèses (M1)-(M5), et (SAEM1)-
(SAEM3), si la suite (sk)k≥0 prend ses valeurs dans un sous-ensemble compact de
S, la suite (θk)k≥0 générée par SAEM converge vers un point stationnaire de la
vraisemblance observée py.

Cet algorithme requiert donc la simulation d’une seule réalisation des données x
à chaque itération, ce qui réduit de façon conséquente le temps de calcul par rapport
aux algorithmes MCEM. Néanmoins d’un point de vue pratique, la mise en oeuvre de
l’algorithme SAEM nécessite de savoir simuler des réalisations de variables aléatoires
suivant la loi a posteriori p(x|y; θ), ce qui n’est pas toujours possible, comme pour
les modèles non-linéaires mixtes.

Kuhn et Lavielle ont donc proposé de combiner l’algorithme SAEM avec une mé-
thode de Monte Carlo par chaînes de Markov (MCMC) pour contourner ce problème
[30]. Dans ce nouvel algorithme SAEM, seule l’étape S de l’algorithme est modifiée.
A l’itération k, l’algorithme SAEM est alors réalisée à travers ces étapes

– Etape E :
– Etape S : Simulation de xk par algorithme de Metropolis-Hastings d’après

une probabilité de transition Πθk
correspondant à une chaîne de Markov de

loi stationnaire p(x|y, θk)
– Etape SA : Approximation stochastique des statistiques suffisantes du mo-

dèle
sk+1 = sk + γk(S̃(y, xk)− sk)
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– Etape M : Maximisation de la vraisemblance complète

θk+1 = θ̂(sk+1)

Le calcul des statistiques suffisantes est détaillé pour les modèles que nous avons
considéré dans les chapitres 4, 5, 6.2 et 8.

Kuhn et Lavielle [30] étendent le résultat de convergence de Delyon et al [43],
sous l’hypothèse supplémentaire suivante
(SAEM 3’)

1. La chaîne (xk)k≥0 prend ses valeurs dans un compact E de R ⊂ Rd.

2. Pour tout compact V de Θ, il existe un constante réelle L telle que pour tout
(θ, θ′) dans V 2

sup
{(x),(x′)}∈E

|Πθ (x′|x)− Πθ′ (x
′|x)| ≤ L‖θ − θ′‖Rq

3. La probabilité de transition Πθ fournit une chaîne uniformément ergodique
dont la probabilité invariante est la distribution conditionnelle p(·|y; θ)

∃Kθ ∈ R+, ∃ρθ ∈]0, 1[ | ∀k ∈ N ‖Πk
θ(·|x)− p(·; |y; θ)‖TV ≤ Kθρ

k
θ

où ‖ · ‖TV est la norme en variation totale, et

K = sup
θ∈Θ

Kθ <∞ et ρ = sup
θ∈Θ

ρθ < 1

4. La fonction Sh est bornée sur E .

Théorème 3 (Kuhn et Lavielle [30]) Sous les hypothèses (M1)-(M5), (SAEM1)-
(SAEM2) et (SAEM3’), et si la suite (sk)k≥0 prend ses valeurs dans un sous-
ensemble compact de S. Alors avec probabilité 1, la suite (θk)k≥0 générée par SAEM
converge vers un maximum (local) de la vraisemblance observée py.

Disposant d’un algorithme performant d’estimation des paramètre des modèles
non-linéaires mixtes, nous avons cherché, au cours de cette thèse, à généraliser cet
algorithme, et à l’adapter plus particulièrement à la modélisation de la dynamique
virale VIH.
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Chapitre 3

Principales problématiques issues de
l’évaluation de la dynamique virale
sous traitement dans l’infection par
le VIH

Après avoir présenté dans le chapitre précédent les principales méthodes d’es-
timation des paramètres des modèles non-linéaires mixtes actuellement proposées,
nous présentons brièvement dans cette partie le contexte et les enjeux entourant
l’évaluation de la dynamique virale sous traitement dans l’infection par le VIH.
Comme nous l’avons rappelé dans le chapitre 1, cette évaluation se réalise autour de
deux axes.

Le premier consiste à étudier l’évolution de deux marqueurs biologiques (charge
virale et concentration de CD4+) reflétant l’effet du traitement sur la dynamique
virale. Autour de ce premier axe se développent plusieurs problèmes. Les tests sta-
tistiques étudiant l’influence d’un effet traitement sur la vitesse de la décroissance
de la charge virale sont détaillés dans la section 3.1, ainsi que le calcul du nombre
de sujets à inclure dans un essai clinique reposant sur l’analyse de données longi-
tudinales. L’une des spécificités de l’étude de la charge virale est l’existence d’une
censure des données due à un manque de précision des appareils de mesure lorsque le
nombre de copies du virus devient très faible. Ce problème est exposé dans la section
3.2. Enfin, il est indispensable, afin de mieux comprendre la dynamique virale dans
toute sa complexité, de modéliser conjointement l’évolution des CD4+ avec celle de
la charge virale. Cette dynamique conjointe est décrite par des systèmes différentiels
complexes, que nous avons évoqués dans le chapitre 1. Le problème de l’estimation
des paramètres d’un système dynamique à partir de l’analyse de données longitudi-
nales est évoqué dans la section 3.3. Son application spécifique à la dynamique virale
VIH est détaillée dans la section 3.4.
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Enfin, le second axe consiste à étudier la variabilité intra-patient ainsi que les in-
teractions pharmacocinétiques des médicaments impliqués dans cette prise en charge
thérapeutique de l’infection par le VIH. Nous présentons dans la section 3.5 le cadre
d’étude de ces interactions.

3.1 Tests d’un effet traitement et calcul du nombre

de sujets nécessaires

Pour tous les essais cliniques où l’évaluation de l’efficacité du traitement repose
sur des mesures répétées au cours du temps d’une variable biologique continue, par
exemple la charge virale, une analyse fondée sur un modèle de régression permet
de mieux prendre en compte l’ensemble des données disponibles. En particulier,
le test de l’effet d’un traitement peut s’effectuer à partir de la modélisation des
données longitudinales, ce qui diffère des tests de comparaison classiques qui reposent
principalement sur les mesures finales (ajustées ou non sur les valeurs initiales).
Récemment, Jonsson et Sheiner ont montré et discuté la pertinence de cette approche
par modélisation en s’appuyant sur un exemple provenant du développement d’un
médicament [53].

L’analyse de ces données longitudinales étant réalisée à travers l’estimation des
paramètres de modèles non-linéaires mixtes, la mise en place de ces tests statistiques
de comparaison de groupes dépend, pour le test de Wald et le test du rapport de
vraisemblance respectivement, du choix de l’estimateur de la matrice de Fisher et de
la vraisemblance d’un modèle non-linéaire mixte. Nous avons montré la complexité
de l’estimation des paramètres de ces modèles dans le chapitre 2. L’estimation de la
matrice de Fisher et de la vraisemblance de ces modèles est également délicate.

L’estimation de la matrice de Fisher, proposée par Delyon et al. [43] et Kuhn
et Lavielle [30] repose sur le principe de Louis [36], que nous avons rappelé dans
la section 2.3.2, reliant les fonctions du gradient et hessienne de la vraisemblance
observée p(y; θ) et celles de la vraisemblance des données complètes p(y, x; θ)

∂θ log p(y; θ) = E [∂θ log p(y, x; θ)|y, θ]

∂2
θ log p(y; θ) = E

[
∂2
θ log p(y, x; θ)|y, θ

]
+ Var [∂θ log p(y, x; θ)|y, θ] .

Ces fonctions du gradient et hessienne de la vraisemblance des données complètes
sont alors évaluées par approximation stochastique dans l’algorithme SAEM. Kuhn
et Lavielle [30] ont montré la convergence de cet estimateur vers la matrice d’infor-
mation de Fisher observée.

Concernant l’estimation de la vraisemblance, Kuhn et Lavielle ont proposé une
évaluation par méthode de Monte-Carlo. Une étude de simulation, réalisée lors de
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mon DEA de biostatistiques en 2003, a montré que cet estimateur avait une grande
variance, et n’était donc pas utilisable pour la mise en place du test du rapport de
vraisemblance. La méthode classique pour réduire cette variance est d’utiliser un
estimateur par échantillonnage préférentiel

̂log pT (y; θ ) =
1

T

T∑
t=1

p(y|x(t); θ)p(x(t); θ)

h(x(t); θ)

où x(t) ∼ h(·; θ), h étant une loi instrumentale à choisir avec soin en fonction du
modèle. A partir d’un estimateur convenable de cette vraisemblance, il est alors
possible de mettre en place le test du rapport de vraisemblance.

Nous avons donc développé, pour les modèles mixtes, des tests de Wald et du
rapport de vraisemblance reposant sur ces estimations de la matrice de Fisher et de
la vraisemblance. Nous avons également proposé une méthode de calcul du nombre
de sujets nécessaires dans un modèle mixte, pour la planification d’un test d’une co-
variable binaire, par exemple un effet traitement. Nous avons illustré par simulation
nos résultats sur un modèle de décroissance de charge virale après initiation d’un
traitement anti-VIH. Ces deux travaux font l’objet d’un article soumis à Statistics
in Medicine et présenté dans le chapitre 4.

3.2 Prise en compte des données censurées par une

limite de quantification

Comme nous l’avons déjà souligné dans l’introduction de ce chapitre, dans la
réalité, les données de charge virale sont sujettes à une limite de détection liée aux
dispositifs expérimentaux. En effet les appareils de mesure sont calibrés pour rendre
des résultats de mesure de concentration fiables, c’est-à-dire ayant une variabilité
inférieure à 20%. Il existe un seuil en dessous duquel deux mesures d’une même
concentration varient généralement de plus de 20 %, la concentration étant trop faible
pour être mesurée avec précision. Dans ce cas, on sait seulement que la concentration
du marqueur est en dessous du seuil (appelée aussi limite de quantification, LOQ),
mais on ne connaît pas sa valeur. Ce problème est extrêmement fréquent dans de
nombreux domaines (pharmacologie, dynamique virale, etc). Par exemple, la mesure
d’une charge virale n’est pas disponible dès qu’elle se situe en dessous de la limite de
quantification qui s’établit généralement entre 20 et 400 copies/mL selon les appareils
(la valeur moyenne en phase d’infection aiguë est de l’ordre de 105 copies/mL, et
généralement inférieure à 100 copies/mL sous traitement). Les données observées
sont alors censurées à gauche, ce qui complique leur analyse statistique.

Ce phénomène est illustré sur la figure 3.1. Les données non observées sont celles
mesurées sous la limite de quantification (limite représentée par la ligne en poin-
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Figure 3.1: Données de décroissance de charge virale : (∗) données observées, (◦)
données censurées, (–) courbe individuelle, (−−) valeur limite de quantification.

tillé). L’observation des données réelles (représentées par des cercles) permettrait de
prédire la courbe individuelle réelle (en trait plein) par des méthodes d’estimation
pour modèles mixtes classiques. Dès qu’il y a des données censurées (représentées à
la valeur LOQ par des étoiles sur la figure 3.1), des méthodes statistiques spécifiques
doivent être développées pour estimer les paramètres de ces modèles.

Dans la pratique on observe les données suivantes yobsij = yij si yij ≥ LOQ, et
yobsij = LOQ si yij ≤ LOQ. Si on note ycensi les valeurs inconnues du sujet i, les
données non observées sont alors x = (ycensi , φi)1≤i≤N , où φi est le i-ème paramètre
individuel. La vraisemblance des données observées du modèle s’écrit dans ce cas

L(yobs ; θ) = log

(
N∏
i=1

∫
p(yobsi , ycensi , φi; θ) dφi dy

cens
i

)
. (3.1)

Plusieurs procédures ont été proposées pour contourner ce problème. La procé-
dure la plus naïve consiste à omettre l’ensemble des données censurées. D’autres
méthodes proposent de remplacer ces données par une valeur fixe, habituellement
la valeur LOQ ou LOQ/2 mais ces procédures induisent un biais dans l’estimation
des paramètres. Pour éviter ce biais, certains auteurs recommandent de ne garder
que la première valeur censurée imputée à LOQ/2 [54]. Cependant les propriétés
statistiques de ces procédures ne sont pas établies.

Des approches plus habiles ont été proposées comprenant des imputations mul-
tiples des données censurées, c’est-à-dire la substitution de valeurs raisonnables pour
chaque donnée censurée, en tenant compte du mécanisme de censure.
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Différentes méthodes ont été proposées dans le cas des modèles linéaires mixtes

yij = Xiµ+ Zibi + εij

Hughes [55] propose un algorithme MCEM. L’étape E de son algorithme consiste à
calculer

E(bib
t
i|yobsi , θ) =

∫
E(bib

t
i|ycensi , yobsi , θ) p(ycensi |yobsi , θ) dycensi

E(εiε
t
i|yobsi , θ) =

∫
E(εiε

t
i|ycensi , yobsi , θ) p(ycensi |yobsi , θ) dycensi

par approximation de Monte Carlo, en simulant les données censurées (ycensi )i=1,...,N

dans une loi normale tronquée à droite à l’aide d’un algorithme de Gibbs. Il montre
que sa méthode réduit considérablement les biais associés aux autres méthodes d’im-
putations naïves (imputation à la valeur LOQ, LOQ/2 ou imputation aléatoire) sur
une étude de simulation d’un modèle de décroissance de charge virale VIH. Cepen-
dant il ne montre pas la convergence de son algorithme.

Jacqmin-Gadda et al. [5] proposent une maximisation directe de la vraisemblance,
utilisant un algorithme itératif, combinant deux algorithmes d’optimisation (le sim-
plex et l’algorithme de Marquardt). Le calcul de la vraisemblance, qui comprend
l’intégrale multiple d’une distribution multi-normale des données censurées, est éva-
luée numériquement par une méthode transformant l’intégrale en une intégrale sur
un hyper-cube. Leur algorithme est adapté au cas d’un modèle linéaire mixte avec
modèle de variance-covariance incluant un processus stochastique gaussien wi

yij = Xiµ+ Zibi + wi(tij) + εij.

Sur une étude de simulation d’un modèle de décroissance de charge virale VIH, ces
auteurs obtiennent de meilleurs résultats que ceux obtenus par la méthode d’im-
putation à la valeur LOQ ou par l’algorithme MCEM de Hughes. Ils font état de
problèmes de convergence numérique de l’algorithme MCEM, alors que leur algo-
rithme converge à chaque fois.

Concernant les méthodes non-linéaires mixtes, Wu et Wu [56] proposent une mé-
thode d’imputation basée sur l’algorithme FOCE, sans résultat théorique de conver-
gence. Wu propose ensuite un algorithme MCEM approché, basé sur une linéarisa-
tion du modèle [49]. A l’itération k, l’algorithme se décompose en deux étapes

– Etape E : approximation de Monte Carlo de

E(φ|y, ycens; θk) ≈
1

T

T∑
t=1

E(φ|y, ycenst ; θk)
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et

E(φφt|y, ycens; θk) ≈
1

T

T∑
t=1

E(φφt|y, ycenst ; θk)

où (ycenst )1≤t≤T est simulé par algorithme de Gibbs dans la distribution p(ycens|y, φ; θk).
Les espérances conditionnelles E(φ|y, ycenst ; θk) et E(φφt|y, ycenst ; θk) sont cal-
culées directement après linéarisation du modèle.

– Etape M : linéarisation de la fonction de régression f en φk et maximisation
directe en θ du modèle linéaire mixte associé.

Il s’agit donc d’une méthode d’estimation à comparer aux méthodes FO et FOCE
présentées dans la section 2.2.1 et ne maximisant pas la vraisemblance du modèle
initial. Tout comme Hughes, Wu ne propose aucun résultat de convergence.

Nous avons adapté l’algorithme SAEM au problème des données censurées afin
de disposer d’une méthode aux propriétés statistiques établies. Nous l’avons utili-
sée pour l’analyse de la décroissance de charge virale de l’essai clinique trianon-

anrs 81 de l’Agence Nationale de Recherche sur le Sida (anrs). Ce travail est
présenté dans la section 5 sous la forme d’un article accepté pour publication dans
la revue Computational Statistics and Data Analysis (sous réserve de modifications
mineures).

3.3 Modèles dynamiques mixtes

Les traitements anti-rétroviraux étant de plus en plus efficaces, la charge virale
est dès la deuxième ou la troisième semaine après l’initiation du traitement, ramenée
sous la limite de quantification des appareils de mesure. L’évaluation à long terme de
l’efficacité de ces traitements ne peut donc pas reposer uniquement sur l’analyse de
la décroissance de la charge virale dont la part de censure peut atteindre rapidement
40 ou 50 % du nombre total de données.

Le deuxième marqueur biologique en jeu dans la dynamique virale est la concen-
tration de CD4+ dans le sang. Ce marqueur ayant une grande variabilité, même
parmi les sujets sains, il ne peut pas être utilisé seul pour évaluer l’efficacité des
traitements anti-rétroviraux. En revanche son analyse conjointe à celle de la charge
virale permet de mieux prendre en compte toute la complexité de la dynamique
virale et d’augmenter le nombre de données disponibles pour l’analyse, et ainsi de
diminuer le pourcentage de données censurées.

Comme nous l’avons vu dans la section 1 de cette thèse, ce processus de la
dynamique virale du VIH est décrit par des systèmes dynamiques plus ou moins
complexes, ordinaires ou stochastiques, sans solution analytique en général. L’ana-
lyse de ces données longitudinales est alors réalisée par un modèle mixte dont la
fonction de régression n’est pas connue analytiquement. Le problème de l’estimation
des paramètres de tels modèles est présenté dans la section 3.3.1 pour les équations
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différentielles ordinaires et dans la section 3.3.2 pour les équations différentielles
stochastiques.

3.3.1 Systèmes différentiels ordinaires

Nous considérons le modèle mixte suivant

yij = f(φi, tij) + εij,

εi ∼ N (0, σ2Ini
),

φi = Xiµ+ bi, où bi ∼ N (0,Ω),

où f : R×Rk −→ Rd est défini comme la solution de l’équation différentielle ordinaire
suivante

∂f(t, φ)

∂t
= F (f(t, φ), t, φ) (3.2)

f(t0, φ) = f0(φ)

où la fonction F : Rd × R × Rk −→ Rd est connue ainsi que la condition initiale
f0(φ) ∈ Rd, t ∈ [t0, T ].

Pour l’estimation des paramètres de ces modèles, les logiciels nonmem et nlme-ode
[57] intègrent une méthode numérique de résolution d’équations différentielles dans
les algorithmes fo, foce.

Nous avons adapté l’algorithme SAEM à l’estimation de paramètres de modèles
mixtes dont la fonction de régression est solution de systèmes différentiels, en inté-
grant un schéma de linéarisation locale optimisé pour résoudre le système différentiel.
La section 6.1 est consacrée à ces modèles, sous la forme d’un article soumis à Journal
of Statistical Planning and Inference.

3.3.2 Systèmes différentiels stochastiques

Certains auteurs ont montré les limites de la modélisation par des systèmes diffé-
rentiels ordinaires [58, 59, 60]. Les systèmes différentiels stochastiques permettent de
modéliser les erreurs résiduelles temporelles corrélées, dues par exemple à des erreurs
de dosage ou une mauvaise spécification du modèle. Une variabilité supplémentaire
est alors introduite dans le système dynamique, qui est distincte à la fois de l’erreur
de mesure et de la variabilité inter-individuelle. Jacqmin-Gadda et al. [5] proposent
un modèle linéaire combiné à un modèle stochastique auto-régressif pour décrire la
décroissance de la charge virale. Tornoe et al. [60] montrent que ce bruit supplémen-
taire permet de modéliser des variations dans les paramètres pharmacocinétiques au
cours du temps et d’obtenir une meilleure adéquation des prédictions aux données
observées.
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On considère dans ce cas le modèle mixte suivant

yij = Z(tij, φi) + εij,

εi ∼ N (0, σ2Ini
),

φi = Xiµ+ bi, où bi ∼ N (0,Ω),

où la fonction de régression Z est un processus de diffusion défini par l’équation
stochastique suivante

dZ(t) = F (Z, t, φ) dt+ γdB(t) ,

Z(t0,Φ) = Z0(φ),

où B est un mouvement brownien, F est la fonction de dérive connue, γ est le
coefficient de volatilité et t ∈ [0, T ]. Les conditions assurant l’existence d’une solution
de l’équation différentielle stochastique sont supposées. Le but est d’estimer θ =

(µ,Ω, σ2, γ2) à partir du vecteur d’observations discrètes (yi)1≤i≤N .
Pour certaines équations différentielles stochastiques particulières (par exemple

un processus de Ornstein-Uhlenbeck), la solution est explicite, mais pour des pro-
cessus plus complexes, ce n’est plus le cas. Différentes méthodes d’estimation des
paramètres d’un processus observé discrètement ont été proposées, reposant sur une
approximation de la loi de distribution du processus. Genon-Catalot et al. [61] pro-
posent un estimateur consistant et asymptotiquement normal. Gloter et Jacod [62]
ont développé un estimateur de contraste, consistant et asymptotiquement normal.
Les autres méthodes proposées reposent sur une approximation d’Euler-Maruyama
du processus de diffusion.

Alors que l’estimation des paramètres d’un processus de diffusion observé discrè-
tement à été largement étudiée, très peu d’auteurs se sont intéressés à l’estimation
des paramètres d’un processus observé à la fois de façon discrète et bruitée. Over-
gaard et al. et Tornoe et al. [59, 60] ont développé une méthode d’estimation de ces
modèles mixtes basée sur l’algorithme foce et utilisant un filtre de Kalman pour la
reconstruction du processus de diffusion. Toutefois, ils ne proposent aucun résultat
statistique de convergence de leur algorithme d’estimation.

Nous avons généralisé l’algorithme SAEM aux équations différentielles stochas-
tiques. La section 6.2 présente en détail cette méthode, sous la forme d’un article
soumis à Scandinavian Journal of Statistics.

Les travaux présentés dans les sections 6.1 et 6.2 ont été réalisés en collaboration
avec Sophie Donnet, doctorante à l’université Paris Sud.
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3.4 Modélisation de la dynamique du VIH par mo-

dèles mixtes

Comme nous l’avons déjà souligné, il nous a paru intéressant et important de
modéliser conjointement l’évolution à long terme de la charge virale et de la concen-
tration de CD4+, afin de mieux appréhender la dynamique complexe de l’infection
par le VIH et de mieux évaluer les traitements proposés.

Dans les deux premiers travaux de cette thèse, nous avons analysé la décroissance
de la charge virale seule à l’aide d’une fonction bi-exponentielle. Cette fonction a
été proposée par Ding et Wu [6] comme solution simplifiée d’un système différentiel
décrivant le processus de l’infection des cellules immunitaires par le virus, sous l’hy-
pothèse très forte d’une concentration de CD4+ constante au cours du temps. Cette
hypothèse n’est réaliste que sur une courte période d’observation, et ne peut pas
être appliquée dès lors qu’est considérée la dynamique virale à long terme, ou que
la concentration de CD4+ est modélisée conjointement. Dans ces cas où l’hypothèse
de Ding et Wu [6] n’est plus acceptable, le système dynamique n’a plus de solution
analytique.

La modélisation conjointe de la décroissance de la charge virale du VIH et de
la croissance des lymphocytes CD4+ sous traitement anti-rétroviral est très peu
répandue dans la littérature, l’estimation de telles données par modèles mixtes étant
complexe. Cette modélisation conjointe a été proposée pour la première fois par
Thiebaut et al. [9] avec un modèle linéaire mixte à deux dimensions, prenant en
compte les données censurées de charge virale et dont les paramètres sont estimés
par maximum de vraisemblance. Ils ont ensuite complété ce travail en modélisant
les processus de sorties de l’étude par un modèle de survie [63].

Cependant, comme nous l’avons rappelé plus haut, le processus de l’infection
des cellules immunitaires par le virus est décrit par un système différentiel multi-
dimensionnel, aboutissant à une solution bi-dimensionnelle non-linéaire plus adaptée
que la fonction linéaire utilisée par Thiebaut et al. [9]. En particulier, l’utilisation
de ces systèmes dynamiques permet d’obtenir une estimation des paramètres du
système dont l’interprétation biologique est cruciale pour mieux comprendre le mé-
canisme de l’infection par le VIH et la réponse au traitement. Ces modèles sont
en général sans solution analytique, et les méthodes d’estimation adaptées à l’ana-
lyse de tels modèles sont peu nombreuses, la convergence de ces méthodes étant
extrêmement difficile à obtenir numériquement sur ces exemples. Putter et al. [8]
ont proposé l’analyse de données de dynamique virale à partir d’un modèle d’équa-
tions différentielles en utilisant une méthode d’estimation bayésienne, soulignant
qu’aucune méthode d’estimation par maximum de vraisemblance à disposition des
utilisateurs n’est capable de relever ce défi algorithmique. Ils ont utilisé un système
différentiel simple, peu réaliste, et se sont donc limités à l’analyse des données lors
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des deux premières semaines après l’initiation du traitement. Les articles les plus
récents, proposant des systèmes différentiels complexes, ne font état que de la mo-
délisation des données de charge virale, probablement pour des raisons de problème
de convergence d’algorithme d’estimation. De plus, à notre connaissance, excepté
Thiebaut et al. [9, 63] et Putter et al. [8], les autres auteurs ne se préoccupent pas
des données censurées des charges virales. Les résultats actuels ne sont donc pas
satisfaisants.

Nous avons combiné les différentes méthodologies développées dans cette thèse
pour l’analyse par modèle mixte de l’évolution simultanée de la décroissance de
la charge virale VIH et la croissance des lymphocytes CD4+, décrite par système
dynamique, et prenant en compte les données censurées de charge virale. Nous avons
appliqué cette méthode à l’analyse des données de l’essai cophar ii-anrs 111. Les
résultats de cette analyse sont présentés dans le chapitre 7 sous forme d’un article
en préparation pour Antiviral Therapy.

3.5 Méthodologie de l’étude des interactions phar-

macocinétiques médicamenteuses

Les traitements anti-rétroviraux dans l’infection par le VIH impliquent actuel-
lement la combinaison d’au moins trois médicaments, en général un inhibiteur de
protéase et deux inhibiteurs de la transcriptase inverse. Il est donc important d’étu-
dier les interactions pharmacocinétiques entre ces différentes molécules.

Lors d’essais dits d’interaction, la pharmacocinétique du médicament étudié est
mesurée au cours de plusieurs périodes d’observations successives, chaque patient
étant alors pris comme son propre témoin afin de mieux évaluer l’une des sources
principales de variabilité, la variabilité intra-individuelle. Le tableau 3.1 présente un
essai permettant d’étudier les interactions pharmacocinétiques du traitement B sur
le traitement A (de référence), lors de deux périodes d’observations.

Table 3.1: Essai à deux périodes et une séquence

Période 1 Période2

Traitement administré A A+B

Un exemple fictif de données longitudinales recueillies lors de ces essais est re-
présenté sur la figure 3.2, le phénomène d’interaction y est artificiellement amplifié
dans un but didactique. La concentration de la molécule A est mesurée lors des deux
périodes d’observations, quand elle est administrée seule ou avec la molécule B. L’in-
teraction entre ces deux molécules permet de ralentir l’élimination de la molécule A
et ainsi de prolonger son activité.
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Figure 3.2: Concentrations de la molécule A administrée seule (observations en points
et courbe moyenne en trait pointillé) et co-administrée avec la molécule B (observa-
tions en étoiles et courbe moyenne en trait plein).

D’autre part, Netlles et al. [64] ont très récemment montré l’existence d’une
grande variabilité intra-individuelle de la concentration des inhibiteurs de protéase.
Ces essais à plusieurs observations permettent de l’évaluer et de la distinguer de la
variabilité résiduelle.

Dans ce contexte, les données sont notées yik = (yi1k, . . . , yinik)
t où yijk est la

mesure de la variable y pour le sujet i à l’instant tij et à l’occasion k = 1, . . . , K,
i = 1, . . . , N , j = 1, . . . , ni. On considère le modèle non-linéaire mixte suivant

yijk = f(φi, tij) + g(φik, tij) εijk,

εijk ∼ N (0, σ2),

φik = Xiµ+ bi + cik, où bi ∼ N (0,Ω), cik ∼ N (0,Ψ)

où bi représente l’effet aléatoire "patient" et cik l’effet aléatoire "période" pour
chaque sujet. Ces modèles permettent de distinguer trois sources de variabilités : la
variabilité inter -sujet (Ω), la variabilité intra-sujet (Ψ), aussi appelée inter -occasion
(entre les périodes d’observations), et enfin, la variabilité résiduelle liée à l’erreur de
mesure de la concentration du médicament (σ2).

Les logiciels nonmem et nlme proposent l’estimation des paramètres de ces mo-
dèles, à partir d’algorithmes de linéarisation de la fonction de régression. Cependant,
les utilisateurs font état de problèmes numériques de convergence très fréquents,
obligeant en général à réduire l’analyse initialement prévue (diminution du nombre
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d’effets aléatoires modélisés, simplification du modèle, etc).
Nous avons proposé une version de l’algorithme SAEM adaptée aux essais à plu-

sieurs périodes de suivi. Nous avons utilisé cette méthode pour étudier l’interaction
du ténofovir, un inhibiteur nucléotidique de la transcriptase inverse, sur la phar-
macocinétique de l’atazanavir, un inhibiteur de protéase, en analysant des données
de concentration recueillies lors de l’essai Puzzle 2- anrs 107. Ce travail, réalisé en
collaboration avec Xavière Panhard, post-doctorante à l’unité INSERM U738, est
présenté dans la section 8.
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Chapitre 4

Tests et calcul de puissance fondés
sur l’algorithme SAEM dans les
modèles non-linéaires à effets mixtes

Nous proposons deux tests de comparaison, le test de Wald et le test du rapport
de vraisemblance, permettant d’évaluer la significativité d’une différence d’efficacité
entre deux traitements à partir de l’analyse de données longitudinales du critère de
jugement. Ces tests sont fondés sur une analyse statistique par modèles non-linéaires
à effets mixtes utilisant l’algorithme d’estimation SAEM.

La mise en place du test de Wald nécessite l’évaluation des erreurs standards des
estimateurs des paramètres, calculées à partir de la matrice de Fisher du modèle
non-linéaire mixte. Comme l’ont proposé Delyon et al. [43] et Kuhn et Lavielle [30],
nous utilisons le principe de Louis [36] pour estimer la matrice de Fisher à partir des
gradients et hessiens de la vraisemblance des données complètes. Cette estimation
est réalisée par approximation stochastique au cours des itérations de l’algorithme
SAEM.

Pour utiliser le test du rapport de vraisemblance, la vraisemblance du modèle
doit être évaluée respectivement sous les hypothèses nulle et alternative du test.
Nous proposons un estimateur par échantillonnage préférentiel

̂log pT (y; θ ) =
1

T

T∑
t=1

p(y|φ(t); θ)p(φ(t); θ)

h(φ(t); θ)

où φ(t) ∼iid h(.; θ), pour t = 1, . . . , T et h est une approximation gaussienne de la
distribution a posteriori des paramètres individuels. Cet estimateur a de meilleures
propriétés que l’estimateur par approximation de Monte Carlo proposé par Kuhn et
Lavielle [30].

Nous avons évalué le risque de première espèce de ces tests par une étude de
simulation dans le cadre d’un modèle de décroissance de la charge virale sous traite-
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ment dans l’infection par le VIH. Nous avons utilisé un modèle bi-exponentiel pour
décrire ce processus

f(φ, t) = P1 exp(−λ1t) + P2 exp(−λ2t)

où le vecteur de paramètres individuels est log-paramétré φ = (logP1, logP2, log λ1, log λ2)

pour assurer la positivité des estimations des paramètres (P1, P2, λ1, λ2). Les résul-
tats de cette étude de simulation ont illustré les propriétés de convergence de l’al-
gorithme SAEM. Les erreurs de type I des deux tests sont proches du seuil nominal
de 5%.

Nous avons également proposé une méthode de calcul du nombre de sujets néces-
saires pour assurer une puissance donnée à un test de Wald d’une covariable binaire,
par exemple le test d’un effet traitement. Cette méthode permet la planification
d’essais cliniques comparant deux traitements et dont l’analyse sera réalisée par mo-
dèles mixtes. Étant donnés une fonction de régression, les valeurs des paramètres
θ, un plan d’expérience (temps de prélèvements), ainsi que la différence d’efficacité
attendue entre les deux traitements qui seront comparés, cette méthode repose sur
l’évaluation de la matrice de Fisher attendue H(θ)

H(θ) = E (Hobs(y; θ)|y; θ)

où Hobs(y; θ) est la matrice de Fisher observée pour un jeu de données y.
Nous avons proposé de simuler un jeu de données sous ces conditions avec un

grand nombre d’individus (plusieurs milliers), qui est ensuite analysé avec l’algo-
rithme SAEM. Un estimateur de la matrice de Fisher observée de ce grand jeu de
données est ainsi obtenu, qui est une approximation de Monte Carlo de la matrice de
Fisher attendue. L’erreur standard (SE) attendue du paramètre d’effet de la cova-
riable binaire est alors calculée à partir de la diagonale de l’inverse de la matrice de
Fisher. La SE étant proportionnelle à la racine carré du nombre de sujets, le nombre
de sujets nécessaires permettant d’à assurer une puissance donnée est directement
déduit du calcul de cette SE. Nous avons illustré cette méthode dans le cadre du
modèle bi-exponentiel, pour un test d’effet traitement β sur le paramètre de la pre-
mière pente de la décroissance de la charge virale log λ1. Ces résultats sont présentés
dans un article soumis à Statistics in Medicine.
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SUMMARY

Nonlinear mixed-effects models (NLMEM) are used to improve information gathering from longitudinal

studies and are applied to treatment evaluation in disease evolution studies, such as HIV or HBV viral

dynamics, prostate cancer evolution, etc. Statistical tests especially in NLMEM for comparing different

treatment groups are critical issues. We propose two group comparison tests, the Wald test and the

likelihood ratio test (LRT), based on the Stochastic Approximation EM estimation algorithm (SAEM).

SAEM is an alternative method to approximate estimation methods of which asymptotic convergence

is not proved. We propose to estimate the Fisher information matrix by using stochastic approximation

and the likelihood by using importance sampling, both required to perform the tests. We evaluate these

SAEM-based methods on a simulation study in the context of HIV viral load decrease after initiation of

an antiretroviral treatment. Results from this simulation illustrate the theoretical convergence properties

of SAEM. Lastly, we propose a method based on the SAEM algorithm and on the estimate of the Fisher

information matrix by stochastic approximation to compute the minimum sample size required to carry

out a Wald test of a treatment effect on a NLMEM.
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1. Introduction

Most clinical trials aim at comparing the efficacy of two different treatments randomly assigned

to two groups of patients. To assess whether one treatment achieve a better reduction of the

disease than the other, several biological endpoints are repeatedly measured along the trial extent.

The statistical approaches usually used to compare the two treatment groups are classically based

only on the final measurements of this longitudinal data. As these methods do not exploit the

richness of the dynamics seized by repeated measurements, mixed-effects models are developed to

improve information extraction yield from longitudinal studies. However, due to the complexity

of the observed treatment responses, these dynamics are frequently nonlinear with respect to the

parameters and this leads to the use of nonlinear mixed-effects models (NLMEM). Such models

are developed for disease evolution studies when a biological marker can be used as a surrogate

endpoint. Several applications can be stated, for instance, the efficacy of anti-viral treatments in

HIV [1, 2, 3, 4] or HBV [5] infections may be evaluated through measures of viral load evolution,

or prostate cancer treatment may be assessed from prostate specific antigen dosage [6]. NLMEM

are also used to model the evolution of functional markers, measured by clinical examination or

patient interview, as for instance the functional capacity decay in rheumatoid arthritis-suffering

patients [7], or the evolution of the ventilatory function in patients with asthma [8].

Comparison of treatment effects based on longitudinal data analysis is critical. The properties of

the statistical tests used to perform this comparison are based on the maximum likelihood theory.

However, because of the nonlinearity of the regression function in the random effects, the likelihood

of NLMEM cannot be expressed in a closed form. This leads to the development of several widely

used likelihood approximation methods. Linearization algorithms realize a first order linearization

of the conditional mean and a zero order linearization of the conditional variance with respect

to the random effects as in the First Order and First Order Conditional Estimate algorithms

[9, 10] implemented in NONMEM software and in the nlme function of Splus and R software.

Other methods are based on the Laplacian or Gaussian quadrature algorithms which implement

the corresponding classical numerical quadrature methods as in NLMIXED Macro of SAS software

[11]. However none of these methods can be considered as fully established theoretically. Vonesh
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gives an example of a specific design resulting in inconsistent estimates, such as when the number

of observations per subject does not increase faster than the number of subjects [12] or when the

variability of random effects is too large [13]. Particularly, convergence assumptions on which the

statistical tests are based, are not fulfilled. For instance, several authors show an inflation of the

type I error of the most used group comparison tests, the Wald test and the Likelihood Ratio Test

(LRT) by simulation [14, 15, 16, 17]. Thus, methods with proved convergence and consistency for

finding the maximum likelihood estimate in NLMEM are required.

Recently, several estimation methods are proposed as alternatives to linearization algorithms.

Importance sampling is a common method to handle numerical integrations. However, as

emphasized by Ge el al. [13], in order to achieve satisfactory numerical stability, this method could

be computationally intensive, and hence numerically less efficient than many other parametric

methods. The most adapted tool to estimate models with missing or non-observed data such as

random effects is the Expectation-Maximization (EM) algorithm [18]. The widespread popularity

of the EM is largely due to its monotonicity: the likelihood is always increasing. Furthermore, the

convergence of the EM algorithm is widely studied [18]. Because of the nonlinearity of the model,

stochastic versions of the EM algorithm are proposed. Wei et al. [19]; Walker [20] and Wu [21, 22]

propose MCEM algorithms, with a Monte Carlo approximation of the expectation of the sufficient

statistics in the E-step. This Monte-Carlo implementation is based on samples independently and

identically distributed from the conditional density, requiring MCMC procedures. However the

MCEM algorithm may have computational problems, such as slow or even no convergence. The

replications choice of the Monte Carlo sample is a central issue to guarantee convergence and

this remains an open problem. Furthermore, simulations of the large samples at each iteration

are time consuming. Celeux and Diebolt propose a SEM algorithm, the first stochastic version of

EM, which can be viewed as a special case of the MCEM [23]. However the estimate sequence

generated by this SEM algorithm does not converge pointwise. As an alternative to address both

the pointwise convergence and the computational problem, stochastic approximation versions of

EM are proposed [24, 25, 26]. This algorithm requires a simulation of only one realization of the

missing data at each iteration. In addition, pointwise almost sure convergence of the estimate
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sequence to a local maximum of the likelihood is proved by Delyon et al. [24] under conditions

satisfied by models from an exponential family. Kuhn and Lavielle [27] propose to combine the

SAEM algorithm with a Monte Carlo Markov Chain (MCMC) procedure adapted to the NLMEM,

and they prove that the produced estimates are convergent and consistent.

The first objective of this paper is to propose statistical tests for NLMEM based on the cited

above SAEM approach. The Wald test statistic requires the computation of the standard errors

(SE) of the parameter. Since the diagonal of the inverse of the Fisher information matrix provides

an upper bound of the SE, we propose an estimate of this Fisher matrix based on the Louis’

principle [28] and on the stochastic approximation procedure. The LRT requiring the computation

of the likelihood, we propose to estimate it using an importance sampling procedure. We then

implement these methods and evaluate them on a simulation study of the HIV infection dynamics.

Group comparison tests for NLMEM requires the availability of easy to perform methods of

minimum required sample size determination. Most clinical trials aim at observing differences

in parameter values between two different treatment groups. To be able to identify statistically

significant difference between the two groups, the number of subjects required in each group has to

be computed to ensure a given power. Sample sizes greater than required waste research resources

while inadequate sample sizes do not allow definitive conclusions or may lead to an improper

conclusion. Kang et al. [29] propose a method to compute sample sizes given a test hypothesis

with NLMEM using the Wald test statistic. To evaluate the expected Fisher information matrix

which is required to perform this computation, they use a first-order linearization of the model as

proposed by Retout et al [30].

The second objective of this paper is to propose an alternative to these linearization-based

approaches with no accurate statistical properties, to compute the minimum sample size for a

given power using the Wald test statistic with NLMEM. We propose a method to estimate the

expected Fisher information matrix without linearization, based on the SAEM approach.

After describing the model and notations (section 2), section 3 describes the SAEM algorithm.

Especially, we detail how to estimate the Fisher information matrix and the likelihood. At last, we

propose a sample size computation method for NLMEM. Section 4 reports the simulation study
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and its results. We simulate datasets from the bi-exponential model for HIV dynamics proposed by

Ding and Wu [14], and evaluate the statistical properties of the SAEM parameters estimates, and

the standard errors and the likelihood estimates. In a second time, we evaluate the type I error of

the comparison tests for a treatment effect on one parameter. Finally, the sample size computation

method is illustrated on the same HIV dynamics example. Section 5 concludes the article with

some discussion.

2. Models and notations

Let us define yi = (yi1, . . . , yini
)t where yij is the response value for individual i at time tij ,

i = 1, . . . , N , j = 1, . . . , ni, and let us define y = (y1, . . . , yN ). Let define a NLMEM as follows:

yij = f(φi, tij) + g(φi, tij) εij ,

εi ∼ N (0, σ2Ini
),

φi = µXt
i + bi,with bi ∼ N (0,Ω),

where f(·) and/or g(·) are nonlinear functions of φ, εi = (εi1, . . . , εini
)t represents the residual

error, φi is a p-vector of individual regression parameters, µ is the p × k-matrix of fixed effects,

Xi is the k-vector of known covariates, bi is a p-vector of random effects independent of εi, σ2 is

the residual variance, Ini
the identity matrix of size ni and Ω quantifies the variance matrix of the

inter-individual random effects.

The maximum likelihood estimation in NLMEM is based on the log-likelihood function L(y ; θ)

of the response y, with θ = (µ,Ω, σ2) ∈ Θ the vector of all the parameters of the model. This

function is equal to:

L(y ; θ) =

N∑

i=1

L(yi ; θ) =

N∑

i=1

log

(∫
p(yi, φi; θ) dφi

)
, (1)

where p(yi, φi; θ ) is the likelihood of the complete data (yi, φi) of the i subject and is equal to

p(yi, φi; θ) =
∏ni

j=1 p(yij |φi; θ)p(φi; θ). As the random effects φi are unobservable and the regression

functions are nonlinear, the foregoing integral (1) has no closed form.
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3. Estimation algorithm and statistical tests

3.1. The SAEM algorithm

The EM algorithm is a classical approach for estimating parameters of model with non-observed or

incomplete data [18]. For NLMEM, the non-observed vector is the individual parameter vector

φ = (φ1, . . . , φN ) and the complete data of the model is (y, φ). Let us define the function

Q(θ|θ′) = E(Lc(y, φ; θ)|y; θ′), where Lc(y, φ; θ) is the log-likelihood of the complete data. At the

mth iteration of the EM algorithm, the E step is the evaluation of Qm(θ) = Q(θ | θ̂m), while the M

step updates θ̂m by maximizing Qm(θ). For cases where the E step has no closed form, Delyon et

al. [24] introduce a stochastic version of the EM algorithm which evaluates the integral Qm(θ) by

a stochastic approximation procedure. They prove the convergence of this SAEM algorithm under

general conditions if Lc(y, φ; θ) belongs to a regular curved exponential family:

Lc(y, φ; θ) = −Λ(θ) + 〈S(y, φ),Φ(θ)〉

where 〈., .〉 is the scalar product and S(y, φ) is known as the minimal sufficient statistics of the

complete data model. The E step is then divided into a simulation step (S step) of the non-observed

data φ(m) under the conditional distribution p(φ|y; θ̂m) and a stochastic approximation step (SA

step) of E

[
S(y, φ)|θ̂m

]
:

sm+1 = sm + γm(S(y, φ(m))− sm), (2)

where (γm)m≥0 is a sequence of positive numbers decreasing to 0. The M step is thus the update

of the estimate θ̂m:

θ̂m+1 = arg max
θ∈Θ

(−Λ(θ) + 〈sm+1,Φ(θ)〉) .

However, the simulation step can be complex when the posterior distribution p(φ|y; θ) has no

analytical form, such as with NLMEM. Therefore a Monte Carlo Markov Chain procedure such

as the Metropolis-Hastings algorithm can be used to simulate φ(m). At the m-th iteration of the

SAEM algorithm, the S step is thus the simulation of φ(m) using a Metropolis-Hastings algorithm

which constructs a Markov Chain with p(φ|y; θ̂m) as the unique stationary distribution (see [26]
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GROUP COMPARISON TESTS IN NLMEM 7

for more details).

Kuhn and Lavielle [26] present the details of the SAEM implementation and prove that under

general hypotheses, the sequence (θ̂(m))m≥0 obtained by this algorithm converges almost surely

towards a (local) maximum of the likelihood L(y; ·).

3.2. Estimation of the Fisher Information matrix using Louis’ principle

To perform the Wald test and to compute the required minimum sample size, we have to evaluate

the standard errors (SE) of the parameters. The diagonal of the inverse of the information Fisher

matrix provides an upper bound of the variance of the parameter estimates, namely their SE.

We adapt the estimate, proposed by Delyon et al. [24], of the Fisher information matrix using

the fact that the gradient and the Hessian of the log-likelihood function L can be obtained almost

directly from the simulated non-observed data φ. Using the Louis’ missing information principle

[28], the Hessian of L(y; θ) may be expressed as

∂2
θL(y; θ) = E

[
∂2

θLc(y, φ; θ)
]
+ Var [∂θLc(y, φ; θ)] .

The Jacobian of L(y; θ) is the conditional expectation of the complete data likelihood:

∂θL(y; θ) = E [∂θLc(y, φ; θ)|y, θ] .

For NLMEM, these derivatives ∂θLc(y, φ; θ) and ∂2
θLc(y, φ; θ) have analytical forms. Therefore

we implement this SE estimate using stochastic approximation during the SAEM algorithm as

proposed by Kuhn et Lavielle [26]. At the mth iteration of the algorithm, we evaluate the three

following quantities

∆m+1 = ∆m + γm

(
∂θLc(y, φ(m); θ)−∆m

)
,

Gm+1 = Gm + γm

(
∂2

θLc(y, φ(m); θ) + ∂θLc(y, φ(m); θ)∂θLc(y, φ(m); θ)t −Gm

)
,

Hm+1 = Gm+1 −∆m+1∆
t
m+1.

As the SAEM algorithm converges, (−Hm+1) is an estimate of the Fisher information matrix.
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8 A. SAMSON ET AL.

3.3. Estimation of the likelihood using importance sampling

To perform the LRT, we have to evaluate the likelihood of the observations. For any θ ∈ Θ, Kuhn

and Lavielle [26] propose a simple Monte Carlo procedure to estimate L(y; θ). The estimate of the

likelihood of the ith subject is thus:

L̂T (yi; θ ) =
1

T

T∑

t=1

p(yi|φ
(t)
i ; θ),

with φ
(t)
i ∼iid N (µ,Ω), for t = 1 · · ·T . By the strong law of large numbers, this estimate L̂T (y; θ)

converges almost surely towards E[L(y; θ)]. However, this Monte Carlo estimate may be susceptible

to numerical instabilities and to computational precision issues [31].

To avoid these numerical problems, we propose to estimate the likelihood using an importance

sampling procedure. The likelihood function is rewritten as:

L(yi; θ) =

∫
p(yi|φi; θ )p(φi; θ)

hi(φi; θ)
hi(φi; θ)dφi

where hi(.; θ) is any instrumental distribution. The importance sampling estimates of the likelihood

is thus

L̂T (yi; θ ) =
1

T

T∑

t=1

p(yi|φ
(t)
i ; θ)p(φ

(t)
i ; θ)

hi(φ
(t)
i ; θ)

with φ
(t)
i ∼iid hi(.; θ), for t = 1 · · ·T . This estimate converges for the same reason that the regular

Monte Carlo estimate converges, whatever the choice of the distribution hi. However, there are

obviously some choices of hi that are better than others, especially to reduce the variance of the

estimate. Among the distributions h leading to finite variances for the estimate of the likelihood,

it is possible to exhibit the optimal distribution that minimizes the estimates variance [32]. For

NLMEM, this distribution is the individual conditional distribution p(φ|yi; θ). However, as this

distribution has no closed form in NLMEM, we propose for hi a Gaussian approximation of the ith

individual posterior distribution, i.e., φ
(t)
i ∼ N (µpost

i ,Ωpost
i ). For each i, the posterior individual

mean µpost
i and the posterior individual variance Ωpost

i are estimated by the empirical mean and

empirical variance of the φ
(m)
i simulated by the MCMC procedure during the last 250 iterations of

the SAEM algorithm.
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GROUP COMPARISON TESTS IN NLMEM 9

3.4. Statistical tests for group comparison

When NLMEM are used to compare two treatment groups, a treatment effect on some of the some

of the fixed effects of the model is tested. Let Gi = 0 denote a control treatment group subject and

Gi = 1 an experiment treatment group subject. To simplify the explanation, let us assume that we

test a scalar treatment effect β on the kth fixed effect which is modeled on the kth component φik

of φi by:

φik = µk + βGi + bik.

This notation can easily be extended to a vector β of treatment effects. Let q denote the length of

the vector β.

Hence, the null hypothesis to test is H0: {β = 0} while the alternative hypothesis is H1: {β 6= 0}.

Both the Wald test and the LRT can be performed to assess this difference between the two groups.

For the Wald test, we estimate with SAEM the parameter β and its standard error SE(β) under

H1 and compare the statistic β2/SE(β) to a χ2
q distribution with q degrees of freedom. For the

LRT, we evaluate the log-likelihoods L0 and L1 by the importance sampling procedure respectively

under H0 and H1 and compare the 2(L1−L0) statistic with a q degrees of freedom χ2
q distribution.

3.5. Sample size computation

This section aims at proposing a method to compute the minimum sample size required for a Wald

test using NLMEM. This sample size computation requires to proceed through the following steps:

to specify the regression function and the NLMEM to be used; to identify values for the parameter

θ; to specify an experimental design (tij)i,j ; to identify the minimum difference to test, i.e. the

alternative hypothesis H1; to evaluate the standard errors SE of θ, and finally, given the power

and the type I error, to compute the required number of subjects N . These last two steps are

detailed below.

To simplify the explanation, let the tested parameter β be a scalar treatment effect on one fixed

effect. Assume the null hypothesis is H0: {β = β0}. Thereby, for a clinical trial aiming at detecting a

difference between the two treatment groups of at least (β1−β0) on this fixed effect, the alternative

hypothesis is H1: {β ≥ β1}.

Copyright c© 2000 John Wiley & Sons, Ltd. Statist. Med. 2000; 00:1–6

Prepared using simauth.cls

Tests et calcul de puissance fondés sur l’algorithme SAEM

64



10 A. SAMSON ET AL.

The statistic of the Wald test is SW (β̂) = (β̂ − β0)
2/SE(β̂), where β̂ is the estimate of the

β parameter. To ensure a type I error α for the Wald test under H0, the rejection region is

{SW > χ2
1;1−α}, where χ2

1;1−α is the critical value of the centered χ2
1 distribution. Under H1,

the statistic SW (β̂) is asymptotically distributed with a non-centered χ2
1 distribution with a non-

centrality parameter (β − β0)
2/SE(β), with β ≥ β1. Therefore, the power of the Wald test is

defined as

p(β) =

∫ ∞

χ2
1;1−α

d(x; 1, (β − β0)
2/SE(β))dx (3)

where d(x; 1, c) is the probability density function of the non-centered χ2
1 distribution with a non-

centrality parameter c. This function p(β) is a non-decreasing function of β. Therefore, to ensure

a given power under H1, the minimum sample size required is evaluated from p(β1). This method

can be extended to a vector β, see Kang et al. for more details [29].

To compute the expected standard error SE(β) for a NLMEM, Kang et al. propose a method

based on the linearization of the regression function [29]. As an alternative to this linearization,

we propose to use the estimate of the Fisher information matrix provided by the SAEM algorithm

detailed in section 3.2. For explanation’s sake, all the patients are subjected to the same sampling

design. A dataset with a treatment effect β = β1 is then generated with this sampling design and

with a number Nsim of subjects large enough to ensure a fine approximation of the expected SE by

the observed SE. The estimation of the parameters and of the observed Fisher information matrix

is performed on this simulated dataset using the SAEM algorithm. Given the hypothesis of an

identical sampling design for each subject hypothesis, the Fisher information matrix of the complete

dataset is the sum of the individual Fisher information matrices. Last, the SE of N subjects can

be evaluated from the SE of the simulated dataset using SEN (β) = SENsim
(β) ·

√
Nsim/N .

4. Simulation study

4.1. Simulation settings

This simulation study aims at illustrate some statistical properties of the SAEM algorithm in

the context of HIV viral dynamics. We evaluate the accuracy of the parameters estimates, the

Copyright c© 2000 John Wiley & Sons, Ltd. Statist. Med. 2000; 00:1–6

Prepared using simauth.cls

Tests et calcul de puissance fondés sur l’algorithme SAEM

65



GROUP COMPARISON TESTS IN NLMEM 11

SE and the likelihood estimates, and at last we perform the two group comparison tests. We use

the bi-exponential model for initial HIV dynamics proposed by Ding and Wu [14] to simulate the

datasets:

f(φi, tij) = log10(P1ie
−λ1itij + P2ie

−λ2itij ).

This model is a simplified analytical solution of a differential system describing HIV viral

load decrease during antiretroviral treatment [33]. It has p=4 individual parameters: P1i, P2i

are the baseline values and λ1i, λ2i represent two-phase viral decay rates. To prevent these

parameters from taking unrealistic negative values, they are assumed to be distributed using a

log-normal distribution. Thus, φi and µ are defined as: φi = (ln P1i, ln P2i, lnλ1i, ln λ2i) and

µ = (ln P1, ln P2, lnλ1, ln λ2). We assume identical sampling times for all subjects: for all i in

1, . . . , N , tij = tj for j = 1, . . . , n. Additive Gaussian random effects are assumed for each parameter

with a diagonal variance-covariance matrix Ω. Let denote ω2 = (ω2
1 , ω2

2 , ω2
3 , ω2

4) the vector of the

variances of the random effects. Additive Gaussian error is assumed with a constant variance σ2,

i.e, g(φi, tj) = 1, for all i, j.

For the fixed effects, we choose the values proposed by Ding and Wu [14]: lnP1 = 12, lnP2 = 8,

lnλ1 = ln(0.5), lnλ2 = ln(0.05). We set inter-subject variability to be identical for the four

parameters: ω2
1 = ω2

2 = ω2
3 = ω2

4 = 0.3 corresponding to a variation coefficient of 55%, which

is a realistic inter-subject variability in the context of HIV dynamics. A variance σ = 0.065 is

chosen, this corresponds to a constant variation coefficient of 15% for the viral load. We generate

twice 1000 trials with respectively N = 40 and N = 200 total number of subjects and with n=6

blood samples per patient, taken on days 1, 3, 7, 14, 28 and 56. A simulated dataset with N = 40

subjects is represented on figure 1, the mean decrease is overlaid on the individual data.

[Figure 1 about here.]

To evaluate the group comparison tests, we consider that the subjects of each simulated trial

belong to two different treatment groups of equal size, i.e 20 or 100 subjects per group when

respectively N = 40 or N = 200 subjects. We perform both the Wald test and the LRT to assess a

difference between the treatment groups on the viral load decrease, with a scalar treatment effect
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12 A. SAMSON ET AL.

β on the first viral decay rate, lnλ1, as proposed by Ding and Wu [14]. The parameter vector θ is

θ = (µ, ω2, σ2) under H0 and θ = (µ, β, ω2, σ2) under H1.

Let us detail on this example the sufficient statistics to be evaluated at the SA step of the SAEM

algorithm under H1. The sufficient statistics are the two vectors S(1) =
∑N

i=1 φi and S(2) =
∑N

i=1 φ2
i

and the two scalars S(3) =
∑N

i=1 φi3Gi and S(4) =
∑

i,j(yij − f(φi, tj))
2. At the m-th iteration of

SAEM, the M-step is reduced to

µ̂k,m+1 =
s
(1)
k,m+1

N
, for k = 1, 2, 4

µ̂3,m+1 =
s
(1)
3,m+1 − s

(3)
m+1

N/2
,

β̂m+1 =
s
(3)
m+1

N/2
− µ̂3,m+1,

ω̂2
k,m+1 =

s
(2)
k,m+1

N
− (µ̂k,m+1)

2, for k = 1, 2, 4

ω̂2
3,m+1 =

s
(2)
3,m+1

N
−

(µ̂3,m+1)
2

2
−

(β̂m+1 + µ̂3,m+1)
2

2
,

σ̂2
m+1 =

s
(4)
m+1

Nn
.

The M-step of SAEM under hypothesis H0 can be deducted from the foregoing equations.

4.2. Simulation results

To evaluate the accuracy of the parameter estimates provided by the SAEM algorithm, the

simulation model (ie under H0) is fitted on the simulated datasets and the relative bias and relative

root mean square error (RMSE) for each component of θ are computed. The relative bias and RMSE

on the 1000 data sets obtained for N = 40 and N = 200 subjects are presented in table 1.

[Table 1 about here.]

For N = 40 subjects, the estimates have very low bias (<0.5% for the fixed effects, <5% for the

variance parameters). The RMSE are really satisfactory for the fixed effects (<13%) as well as

for the variance parameters (<30%). As expected with N = 200 subjects, both the bias and the

RMSE decrease with the increase of the subjects number.
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GROUP COMPARISON TESTS IN NLMEM 13

We compare the SE estimated for each component of θ̂ by SAEM and the procedure detailed

in 3.2, with the ’true’ SE evaluated by the empirical standard deviation of the 1000 parameter

estimates obtained on the 1000 simulated datasets. On figure 2, for each component of θ, the 1000

estimated SE (%) and the true SE with N = 40 subjects datasets are plotted.

[Figure 2 about here.]

For all parameters, the SE estimated by SAEM are very close to the true SE. Similar results are

observed with N = 200 subjects datasets. Thus the SE estimated by the stochastic approximation

procedure are very accurate. In order to evaluate the likelihood by importance sampling as detailed

in section 3.3, the size T of the random samples must be determined. We study the estimate

variability in function of the value of T on one dataset with N = 200 subjects. We evaluate 10

times the log-likelihood successively for different sample sizes T = 1, 000 or 5, 000 or 10, 000 or

50, 000, using the Gaussian approximation of the individual posterior distribution.

[Figure 3 about here.]

Results are reported in figure 3 and show that the variability of the approximation is reduced by

increasing the sample size. Therefore we evaluate the likelihood using the importance sampling

procedure with a sample size T = 10,000, as a balance between estimate accuracy and time

consuming.

As the simulation is performed with β = 0 ie without any treatment effect, the type I error of

both the Wald test and the LRT is evaluated by the proportion of trials for which H0 is rejected.

The estimations of the type I errors for a nominal value of 5% are given in table 2 for datasets

with 20 or 100 subjects per group.

[Table 2 about here.]

the estimated type I errors are closed to 5% and given the dataset number of replications, do

not differ significantly from the expected 5% value. Once more, as these tests are based on the

SE and the likelihoods, this illustrastes the accuracy of the estimates of the SE using stochastic

approximation and of the likelihoods using importance sampling.

Copyright c© 2000 John Wiley & Sons, Ltd. Statist. Med. 2000; 00:1–6

Prepared using simauth.cls

Tests et calcul de puissance fondés sur l’algorithme SAEM

68



14 A. SAMSON ET AL.

4.3. Sample size computation example

The method proposed in section 3.5 is applied to the model, the parameter values and the sampling

design detailed above. We assume that the clinical trial aim is to detect a difference of at least 30%

between the two treatment groups on the parameter lnλ1, namely H0: {β = 0} and H1: {β ≥ β1}

with β1 = 0.262. A dataset with N = 10, 000 subjects is simulated, split up into two groups of

equal size and with a treatment effect β1 = 0.262 on lnλ1. This dataset is then analyzed using the

SAEM algorithm to evaluate the observed Fisher information matrix. A SE(β̂) = 0.011 is obtained

for 5, 000 subjects per group. Applying the equation (3), a sample size of 20 subjects per group

(N = 40) provides a power of 32%, while a sample size of 72 subjects per group (N = 144) ensures

a power superior to 80%. Complementary results are provided in table 3.

[Table 3 about here.]

These results illustrate the ability of the SAEM approach to compute the minimum sample size

required for a Wald test.

5. Discussion

This paper substantially improves the accuracy of group comparison tests adapted to longitudinal

data analysis. These tests are based on NLMEM and take into account all the data, while classical

tests use only the final measurements. We also propose a sound method adapted to NLMEM to

compute the minimum required sample size for the Wald test.

The comparison tests that we propose in this paper are an extension of the SAEM algorithm.

SAEM is a maximum likelihood approach of NLMEM that we develop and of which the theoretical

convergence is proved [26]. This algorithm and the comparison tests proposed in this paper

are implemented in a Matlab function called MONOLIX and free on http://mahery.math.u-

psud.fr/∼lavielle/monolix. This simulation study illustrates the accuracy of the SAEM algorithm

to fit nonlinear longitudinal data in the context of HIV viral load decrease, the parameter estimates

being unbiased and with small RMSE.

The two comparison tests (Wald test and LRT) require the evaluation of the standard errors and
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GROUP COMPARISON TESTS IN NLMEM 15

the likelihood of the estimates. The standard errors are deduced from the evaluation of the Fisher

information matrix. We propose to estimate this matrix using a stochastic approximation procedure

based on the Louis’ principle [28]. We implement this estimate in the case of NLMEM, the first

and second derivatives of the complete data log-likelihood being known analytically. Results of the

simulation study show that the SE estimates are very close to the true SE values evaluated on

1000 datasets. Kuhn and Lavielle [26] propose to estimate the likelihood using a simple Monte

Carlo procedure, but this method provides poor estimates, prone to computational instabilities.

To avoid this problem, we propose here an importance sampling approach, using an approximation

of the conditional posterior distribution to sample the individual parameter. Hence, the Wald test

and the LRT based on these two estimates (Fisher matrix and likelihood estimates) have accurate

properties, especially the obtained type I errors are very close to the expected threshold of 5%.

Another critical issue of NLMEM is the computation of the minimum sample size required to

observe a significant treatment effect on a fixed effect parameter using the Wald test. This requires

the evaluation of the expected SE of the treatment effect. Kang et al. [29] propose an evaluation

based on the linearization of the model, a method to be compared with the pfim function proposed

by Retout et al. [30]. As an alternative to linearization, we propose to simulate a large dataset

under the alternative hypothesis and to estimate the standard errors using the SAEM approach.

The evaluation of the SE through a simulated dataset is irrelevant when the approach is based on

linearization, since methods such as those proposed by Retout et al. or Kang et al are analytical.

But in order to avoid the linearization step, this simulation is mandatory. We illustrate this method

on the HIV dynamics model used for the previously introduced simulation study. Kang et al. find a

small underestimation of power when the inter-subject variability increases and justify this as being

a consequence of the linearization approach based on a first-order approximation of the model they

use. Since our SAEM-based approach sidesteps this linearization, it probably stays clear from this

underestimation. Furthermore, Kang et al. show the influence of the experimental sampling design

on the estimated sample size. As an example, the use of a D-optimal design computed by the pfim

function [30] may significantly reduce the required sample size.

At last, this paper emphasizes the capacity of the SAEM algorithm to provide excellent estimates
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when working with NLMEM and supports the idea that it may be applied to even more difficult

issues. Namely, when measuring a biological response such as a concentration or a viral load, these

observations may be left-censored, due to the limit of quantification of measuring equipment. We

already successfully extend the SAEM algorithm to this case (Samson et al., submitted results), the

left-censored data being considered as non-observed data as well as the random effects. Similarly,

the dynamic model describing longitudinal data such as HIV dynamics can be defined through a

differential system with generally no analytical solution. We already successfully extend the SAEM

algorithm to this case (Samson et al., submitted results), a numerical solving method being inserted

to evaluate the regression function.
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Figure 1. Simulated dataset with N = 40 subjects of the biexponential model describing the HIV viral
load decrease under treatment: individual observations in dot and the mean decrease in full line.
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FIGURES 21
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Figure 2. Histograms of the 1000 relative standard errors estimated by SAEM for datasets with N=40
subjects. The full line represents an estimate of the ’true’ standard error estimated on the 1000

replications.
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Figure 3. Log-likelihood estimates as a function of the sample size T used in the importance sampling
procedure with 10 replications for each T , for one dataset with N = 200 subjects.
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FIGURES 23

Table I. Relative bias (%) and relative root mean square error (RMSE) (%) of the estimated parameters
evaluated by the SAEM algorithm from 1000 simulated trials with N = 40 and N = 200 subjects.

Parameters Bias (%) RMSE (%)
N = 40 N = 200 N = 40 N = 200

ln P1 0.004 -0.004 0.781 0.348
ln P2 0.011 -0.004 1.229 0.552
ln λ1 -0.006 -0.247 12.923 5.753
ln λ2 0.010 0.042 3.032 1.362
ω2

1 -2.214 -0.418 25.767 10.884
ω2

2 -3.395 -1.184 29.239 12.194
ω2

3 -1.761 -0.182 22.874 10.587
ω2

4 -1.207 0.206 25.156 11.643
σ2 0.120 0.157 15.816 6.898

Copyright c© 2000 John Wiley & Sons, Ltd. Statist. Med. 2000; 00:1–6

Prepared using simauth.cls

Tests et calcul de puissance fondés sur l’algorithme SAEM

78



24 TABLES

Table II. Evaluation on 1000 simulated datasets with 20 or 100 subjects per group of the type I errors
of the Wald test and LRT for a treatment effect on the first decay rate.

number of subjects per group
20 100

Wald test 4.0% 4.5%
LRT 5.8% 5.6%
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FIGURES 25

Table III. Power of the Wald test for a treatment effect on the first decay rate according to the
alternative hypothesis and the sampling design.

number of subjects Alternative hypothesis H1

per group β1 = 0.262 β1 = 0.405
20 32% 63%
40 55% 90%
100 92% 99%
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Résultats complémentaires

Le calcul des erreurs standards attendues pour un modèle non-linéaire à effets
mixtes a déjà été proposé par Retout et al [65]. Cette méthode, implémentée dans
la fonction pfim du logiciel R/Splus, est fondée sur une linéarisation de la fonction
de régression f du modèle, de façon similaire à l’algorithme fo.

Nous avons comparé les erreurs standards attendues obtenues par la fonction
pfim avec celles obtenues par notre méthode fondée sur un calcul exact (sans li-
néarisation) de la matrice de Fisher sur l’exemple de décroissance de charge virale
décrit dans l’article précédent. Nous avons également comparé ces estimateurs aux
écarts-types observés sur 100 jeux de données simulés avec le même plan d’expé-
rience et analysés avec l’algorithme SAEM. Les résultats, présentés dans le tableau
4.1, montrent la précision des SE prédites par l’approche SAEM par rapport aux
déviations standards observées. Sur cet exemple simple (fonction bi-exponentielle),

Paramètre SE prédites (%) SD observés (%)
Pfim SAEM

lnP1 0.34 0.34 0.35
lnP2 0.52 0.57 0.59
lnλ1 7.90 7.97 8.00
β * 0.079 0.078 0.086

ln λ2 1.30 1.30 1.53
ω2

1 10.90 10.81 10.66
ω2

2 11.33 12.66 12.33
ω2

3 10.66 10.66 9.66
ω2

4 10.42 10.66 11.33
σ2 5.44 5.68 6.86

* SE et SD bruts pour ce paramètre

Table 4.1: Comparaison des erreurs standards (SE) prédites (%) par la fonction pfim
ou l’algorithme SAEM pour le modèle bi-exponentiel avec 200 sujets avec les écarts-
type (SD) observés (%) sur 100 jeux de données analysé par SAEM avec le même
design.

la fonction pfim et la méthode reposant sur l’algorithme SAEM fournissent des SE
similaires. La fonction pfim étant construite sur l’hypothèse simplificatrice d’une
matrice de Fisher bloc-diagonale, la comparaison des matrices complètes de Fisher
obtenues par ces deux méthodes n’est pas possible. Une comparaison similaire sur
un exemple avec une fonction de régression plus complexe et des variabilités plus
grandes devrait permettre de montrer l’avantage d’utiliser une méthode de calcul
exact de la matrice de Fisher par rapport à une méthode fondée sur une linéarisa-
tion de la fonction de régression.
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Chapitre 5

Prise en compte des données
censurées

Dans le chapitre 4, nous avons illustré les capacités de l’algorithme SAEM, en
termes de précision des estimateurs et des tests de comparaison, à analyser des
données longitudinales de décroissance de la charge virale dans l’infection par le VIH.
Cependant, les dispositifs expérimentaux actuels ne permettant pas de mesurer la
charge virale en dessous d’un certain seuil (appelé LOQ pour limit of quantification)
avec une précision suffisante, la valeur exacte de la charge virale sous cette limite n’est
pas disponible pour l’analyse statistique. Différentes approches ont été proposées
pour traiter ce problème de censure dans le cadre d’une analyse par modèle linéaire
mixte, mais à ce jour, les seules méthodes proposées pour les modèles non-linéaires
mixtes ont des propriétés statistiques insatisfaisantes et/ou ont des problèmes de
convergence.

Nous avons proposé dans cet article une méthode d’estimation adaptée à ce
problème et fondée sur l’algorithme SAEM. Un algorithme de Gibbs hybride com-
prenant la simulation des données censurées à partir d’une distribution gaussienne
tronquée à droite est combiné à SAEM. Une estimation de l’espérance des données
censurées conditionnellement aux données observées est également proposée. Nous
avons comparé par simulation cette méthode à deux approches classiquement utili-
sées dans ce domaine : l’omission complète des données censurées, ou l’imputation
pour la première valeur censurée de la valeur LOQ/2 et l’omission des valeurs sui-
vantes. Nous avons montré la supériorité en termes de biais et de précision de notre
algorithme sur ces deux méthodes dans l’article 2.

Nous avons également comparé ces résultats avec ceux obtenus avec la méthode
naïve consistant à imputer pour chaque valeur censurée la valeur LOQ/2. Les biais
des estimateurs obtenus par cette approche sont encore plus grands que ceux obtenus
par les deux méthodes « classiques »présentées dans l’article. Dans un souci de clarté,
nous n’avons pas présenté ces derniers résultats dans l’article et nous nous sommes
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limités à la comparaison des résultats obtenus par l’extension de l’algorithme SAEM
aux deux premières approches classiques d’imputation.

Lorsque des tests d’hypothèses sont réalisés au cours d’une analyse statistique
de ce type, une imputation multiple est recommandée, c’est à dire l’utilisation de
plusieurs chaînes de Markov en parallèle, afin d’affiner l’estimation des valeurs im-
putées. Nous avons montré dans cet article qu’en effet, en utilisant trois chaînes
de Markov parallèles dans l’algorithme SAEM, les tests de Wald et du rapport de
vraisemblance conservent leurs propriétés statistiques.

Nous avons utilisé cette méthode pour une nouvelle analyse des données de l’essai
trianon-anrs 81. Dans cette étude, l’efficacité de deux traitements (lamivudine,
d4T et indinavir d’une part et nevirapine, d4T et indinavir d’autre part) était com-
parée chez 144 patients infectés par le VIH. L’analyse de ces données par notre
méthode a permis de montrer une différence significative d’efficacité entre les deux
traitements concordante avec les résultats originaux [66], alors que l’utilisation de
la méthode par modèle mixte actuellement recommandée pour l’analyse de telles
données longitudinales (l’imputation pour la première valeur censurée de la valeur
LOQ/2 et l’omission des valeurs suivantes) ne permet pas de trouver cette différence.

Ce travail fait l’objet d’un article conditionnellement accepté par Computational
Statistics and Data Analysis.

83



Extension of the SAEM algorithm to

left-censored data in non-linear mixed-effects

model: application to HIV dynamics model

Adeline Samson a,b,∗ Marc Lavielle c France Mentré a,b
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1 Introduction

HIV viral load is a widespread marker of the evolution of HIV infected pa-

tients (1); the reduction in HIV viral load is frequently used as the primary

endpoint in clinical trials to evaluate the efficacy of anti-viral treatments (see

for example 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8). Non-linear mixed-effects models (NLMEM) can

be used in these longitudinal studies to exploit the richness of the dynamics

seized by repeated measurements and to account for inter- and intra-patient

variability in viral load measurements. In addition, understanding the mech-

anism of the large inter-patient variability may help in making appropriate

clinical decisions and providing individualized treatment. Unfortunately, all

available assays of viral load measurements have a low limit of quantification

(LOQ), generally between 20 and 400 copies/ml. Besides, the proportion of

subjects with a viral load below LOQ has increased with the introduction of

highly active antiretroviral treatments. Working with such left-censored data

complicates the study of longitudinal viral load data. This issue is common in

other longitudinal studies with LOQ, such as pharmacokinetics or pharmaco-

dynamics, which also widely use NLMEM.

This paper aims to develop a reliable inference based on maximum likeli-

hood (ML) theory for HIV dynamics models with left-censored viral load and

NLMEM. It is indeed important to obtain reliable estimates of the viral dy-

namic parameters, that can be used to evaluate antiviral therapies through

comparison of treatment groups.

To address the estimation problem in longitudinal data analysis containing

censored values, naive procedures such as omitting the censored data or imput-

ing a fixed value (e.g., the quantification limit or half the limit) are combined

with usual estimation methods of mixed models (see Beal (9) for a compar-

ison of classical procedures in NLMEM). However, the statistical properties

of such procedures are unclear. More inventive approaches propose multiple

imputations of the censored values, by substituting a reasonable guess for each

missing value. For example, in linear mixed models, Hughes (10) proposes a

Monte-Carlo version of the Expectation Maximization (EM) algorithm (11),

taking into account the censored values as missing data. Hughes (10) shows

that his approach significantly reduces the bias associated with naive impu-

tation procedures. Jacqmin-Gadda et al. (5) propose a direct maximization

of the likelihood using an iterative process for linear mixed models as well,

including an autoregressive error model. They combine two optimization al-

gorithms, the Simplex and the Marquardt algorithms.

For non-linear mixed models, the problem is more complex, the estimation

of such model parameters being difficult even without censored observations.

Indeed, because of the non linearity of the regression function in the random

2
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effects, the likelihood of NLMEM cannot be expressed in a closed form. Con-

sequently, several authors propose some widely used likelihood approximation

methods, such as linearization algorithms, which are implemented in the NON-

MEM software and in the nlme function of Splus and R software (12; 13); or

Laplacian or Gaussian quadrature algorithms, which are implemented in the

NLMIXED Macro of SAS (14). Wu and Wu propose a multiple imputation

method for missing covariates in NLMEM based on a linearization algorithm

(15). However, none of these algorithms based on likelihood approximation

can be considered as fully established theoretically. A different point of view

can be taken, the individual parameters and the censored values being consid-

ered as non-observed data. The EM algorithm is then the most adapted tool

to estimate incomplete data models. Because of the nonlinearity of the model,

stochastic versions of the EM algorithm are proposed. Wu (16; 17) introduces

MCEM algorithms, with a Monte-Carlo approximation of the Expectation

step, adapted to both NLMEM and the censoring problem of observations

and covariates. This Monte-Carlo implementation is based on samples inde-

pendently and identically distributed from the conditional density, requiring

Markov Chain Monte-Carlo (MCMC) procedures. The replication choice of

the Monte-Carlo sample is a central issue to guarantee convergence and this

remains an open problem. Wu proposes an ”exact” MCEM (17) but empha-

sizes that this MCEM algorithm is very slow to converge. Indeed simulations

of these large samples at each iteration are time consuming. To address this

computational problem, Wu also proposes approximate MCEM (16; 17) using

a linearization of the model leading to an approximate ML method.

As an alternative to address both the point-wise convergence and the compu-

tational problem, stochastic approximation versions of EM (SAEM) are pro-

posed for NLMEM with no censored-values (18; 19). This algorithm requires a

simulation of only one realization of the missing data at each iteration, avoid-

ing the computational difficulty of independent sample simulation occurring

in the MCEM and shortening the time to simulate. In addition, point-wise

almost sure convergence of the estimate sequence to a local maximum of the

likelihood is proved by Delyon et al. (18) under conditions satisfied by models

from the exponential family. Girard and Mentré (20) propose a comparison of

these estimation methods in NLMEM using a blind analysis, showing the ac-

curacy of the SAEM algorithm in comparison with other methods. Especially,

the computational convergence of the SAEM algorithm is clearly faster than

those of the MCEM algorithm. However, this current SAEM algorithm is only

appropriate for NLMEM without censored-values.

The first objective of the present paper is thus to extend the SAEM algo-

rithm to handle left-censored data in NLMEM as an exact ML estimation

method. We include in the extended SAEM algorithm the simulation of the

left-censored data with a right-truncated Gaussian distribution. We prove the

convergence of this extended SAEM algorithm under general conditions. The

3
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second objective of this paper is to illustrate this algorithm with a simulation

study in the HIV dynamics context. Furthermore, we compare the extended

SAEM algorithm with more classical approaches to handle left-censored data

such as omission or imputation of the censored data, on the same simulation

study.

After describing the model and the notations (Section 2), Section 3 describes

the extended SAEM algorithm. Section 4 reports the simulation study and its

results. We simulate datasets using the bi-exponential model for HIV dynam-

ics proposed by Ding and Wu (6), and evaluate the statistical properties of the

extended SAEM parameter estimates and the classical approaches. Particu-

larly, we evaluate 2 comparison group tests, the Wald test and the likelihood

ratio test, provided by the SAEM algorithm. We then apply the extended

SAEM algorithm to the TRIANON-ANRS 81 clinical trial of HIV treatment

in Section 5. The aim of this new analysis of the TRIANON data is to show

the ability of NLMEM to describe the evolution of the viral load and to test

a treatment’s effect between the 2 treatment groups, in the presence of left-

censored observations. Section 6 concludes the article with some discussion.

2 Models and notations

Let us define yi = (yi1, . . . , yini
)t where yij is the response value for individual

i at time tij, i = 1, . . . , N , j = 1, . . . , ni, and let y = (y1, . . . , yN). Let us define

an NLMEM as follows

yij = f(φi, tij) + g(φi, tij) εij,

εi ∼ N (0, σ2Ini
) and

φi = Xiµ + bi, with bi ∼ N (0, Ω),

where f(·) and/or g(·) are non-linear functions of φi, εi = (εi1, . . . , εini
)t rep-

resents the residual error, φi is a p-vector of individual parameters, µ is the

k × p-matrix of fixed effects, Xi is the k-vector of known covariates, bi is a p-

vector of random effects independent of εi, σ2 is the residual variance, Ini
the

identity matrix of size ni and Ω quantifies the covariance of the inter-individual

random effects.

Because of assay limitation, when data yij are inferior to the limit of quantifi-

cation (LOQ), we do not observe yij but only the censored value LOQ. These

data are usually named left-censored data. Let denote Iobs = {(i, j)|yij ≥
LOQ} and Icens = {(i, j)|yij ≤ LOQ} the index sets of the uncensored and

censored observations respectively. For (i, j) ∈ Icens, let ycens
ij = yij denote the

unknown value of the censored observation j of subject i. Let denote ycens
i the

4
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vector of censored observations of subject i. Finally, we observe

yobs
ij =






yij if (i, j) ∈ Iobs,

LOQ if (i, j) ∈ Icens.

We denote yobs
i = (yobs

i1 , . . . , yobs
ini

) as the observations of subject i and yobs =

(yobs
1 , . . . , yobs

N ) the total observations dataset.

The maximum likelihood estimation is based on the log-likelihood function

L(yobs ; θ) of the response yobs with θ = (µ, Ω, σ2) the vector of all the param-

eters of the model

L(yobs ; θ) = log

(
N∏

i=1

∫
p(yobs

i , ycens
i , φi; θ) dφi dycens

i

)
, (1)

where p(yobs
i , ycens

i , φi; θ ) is the likelihood of the complete data (yobs
i , ycens

i , φi)

of the i-th subject. Because the random effects φi and the censored observa-

tions ycens
i are unobservable and the regression functions are non-linear, the

foregoing integral has no closed form. The complete likelihood of the i-th
subject is equal to:

p(yobs
i , ycens

i , φi; θ) =
∏

(i,j)∈Iobs

p(yobs
ij |φi; θ)p(φi; θ)

∏

(i,j)∈Icens

p(ycens
ij |φi; θ)p(φi; θ),

with

p(yobs
ij |φi; θ) = π(yobs

ij ; f(φi, tij), σ
2g2(φi, tij)) 1yij≥LOQ, if (i, j) ∈ Iobs and

p(ycens
ij |φi; θ) = π(ycens

ij ; f(φi, tij), σ
2g2(φi, tij)) 1yij≤LOQ, if (i, j) ∈ Icens,

where π(x; m, v) is the probability density function of the Gaussian distribu-

tion with mean m and variance v, evaluated at x.

3 Estimation algorithm

3.1 The SAEM algorithm

The EM algorithm introduced by Dempster et al. (11) is a classical approach

to estimate parameters of models with non-observed or incomplete data. Let

us briefly cover the EM principle. Let z be the vector of non-observed data.

The complete data of the model is (y, z). The EM algorithm maximizes the

Q(θ|θ′) = E(Lc(y, z; θ)|y; θ′) function in 2 steps, where Lc(y, z; θ) is the log-

likelihood of the complete data. At the m-th iteration, the E step is the evalua-

tion of Qm(θ) = Q(θ | θ̂m−1), whereas the M step updates θ̂m−1 by maximizing

5
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Qm(θ). For cases in which the E step has no analytic form, Delyon et al.

(18) introduce a stochastic version SAEM of the EM algorithm which evalu-

ates the integral Qm(θ) by a stochastic approximation procedure. The authors

prove the convergence of this algorithm under general conditions if Lc(y, z; θ)
belongs to the regular curved exponential family

Lc(y, z; θ) = −Λ(θ) + 〈S(y, z), Φ(θ)〉,

where 〈., .〉 is the scalar product, Λ and Φ are 2 functions of θ and S(y, z)

is the minimal sufficient statistic of the complete model. The E step is then

divided into a simulation step (S step) of the missing data z(m) under the

conditional distribution p(z|y; θ̂m−1) and a stochastic approximation step (SA

step) using (γm)m≥0 a sequence of positive numbers decreasing to 0. This SA

step approximates E
[
S(y, z)|θ̂m−1

]
at each iteration by the value sm defined

recursively as follows

sm = sm−1 + γm(S(y, z(m))− sm−1).

The M step is thus the update of the estimates θ̂m−1

θ̂m = arg max
θ∈Θ

(−Λ(θ) + 〈sm, Φ(θ)〉) .

Let us detail the sufficient statistics needed for evaluation at the SA step of

the extended SAEM algorithm for the non-linear mixed models previously

presented. The sufficient statistics are S(1) =
∑N

i=1 φi, S(2) =
∑N

i=1 φ2
i and

S(3) =
∑

i,j(yij − f(φi, tij))
2, where yij = yobs

ij if (i, j) ∈ Iobs and yij = ycens
ij if

(i, j) ∈ Icens. Therefore, at the m-th iteration of SAEM the M-step reduces to

µ̂m =
1

N
s(1)

m ,

ω̂2
m =

1

N
s(2)

m − (s(1)
m )2 and

σ̂2
m =

1

NJ
s(3)

m .

In cases in which the simulation of the non-observed vector z cannot be directly

performed, Kuhn and Lavielle (19) propose to combine this algorithm with

a Markov Chain Monte-Carlo (MCMC) procedure. The convergence of this

SAEM algorithm is ensured under general conditions; the 2 main conditions

are presented below (see Kuhn and Lavielle 21, for technical conditions)

(SAEM 1) For any θ ∈ Θ, the Gibbs algorithm generates a uniformly ergodic

chain which invariant probability is p(z|y; θ).
(SAEM 2) For all m in the integer set N

∗, γm ∈ [0, 1],
∑∞

m=1 γm = ∞ and∑∞
m=1 γ2

m < ∞.

6
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For NLMEM with left-censored data, the nonobserved vector is z = (φ, ycens),

with φ = (φ1, . . . , φN) being the individual parameters vector and ycens =

(ycens
1 , . . . , ycens

N ) the left-censored data vector. The S step of the SAEM al-

gorithm is the simulation of the missing data (φ, ycens) under the posterior

distribution p(φ, ycens|yobs; θ). This step can be performed by use of a Gibbs

sampling algorithm. At the m-th iteration of the SAEM algorithm, the Gibbs

algorithm is thus divided into 2 steps

(1) Simulation of φ(m) by use of a Metropolis-Hastings (M-H) algorithm

constructing a Markov Chain φ(m) with p(·|yobs, ycens(m−1); θ̂m−1) as the

unique stationary distribution,

(2) Simulation of ycens(m) with the posterior right-truncated Gaussian distri-

bution p(·|yobs, φ(m); θ̂m−1).

Consequently, under assumptions (SAEM1) and (SAEM2) and general addi-

tional conditions, by applying the convergence theorem of Kuhn and Lavielle

(19) the estimate sequence (θ̂m)m≥0 produced by the extended SAEM algo-

rithm converges towards a (local) maximum of the likelihood L(yobs; . ).

Samson et al. (22) propose to estimate the likelihood function with use of

an importance sampling procedure and detail its implementation. They es-

timate the Fisher information matrix combining a stochastic approximation

approach and the Louis’ missing information principle (23): the Hessian of the

log-likelihood of the observed data can be obtained almost directly from the

simulated missing data (see Kuhn and Lavielle 19, for more implementation

details). We adapt their estimates of the likelihood and the Fisher informa-

tion matrix to the extended SAEM algorithm, to implement the 2 comparison

group tests, the Wald test and the likelihood ratio test.

3.2 Computational aspects

The convergence of the SAEM algorithm is ensured under the 2 assumptions

(SAEM 1) and (SAEM 2), which require careful choices of the implementation

of the Gibbs algorithm and the stochastic approximation step size respectively.

3.2.1 Gibbs algorithm

The convergence of the Gibbs algorithm depends on the M-H algorithm gen-

erating φ and the simulation method generating ycens.

At the m-th iteration of the SAEM algorithm, the M-H algorithm proceeds

as follows: a candidate φc is simulated with a proposal distribution q
θ̂m−1

. The
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candidate is accepted (i.e. φ(m) = φc), with the acceptation probability ρ

ρ = min



 p(φc|yobs, ycens(m−1); θ̂m−1)

p(φ(m−1)|yobs, ycens(m−1); θ̂m−1)

q
θ̂m−1

(φc|φ(m−1))

q
θ̂m−1

(φ(m−1)|φc)
, 1



 ,

and the candidate is rejected (i.e. φ(m) = φ(m−1)), with probability 1− ρ.

We propose the 3 following proposal distributions q
θ̂m−1

for the M-H procedure

(1) q
(1)

θ̂m−1

is the prior distribution of φ, that is, the Gaussian distribution

N (µ̂m−1, Ω̂m−1),

(2) q
(2)

θ̂m−1

is the multidimensional random walk N (φ(m−1), λΩ̂m−1), where λ

is a scaling parameter chosen to ensure a sufficient acceptation rate,

(3) q
(3)

θ̂m−1

is a succession of p unidimensional Gaussian random walks: each

component of φ is successively updated.

With the proposal distributions detailed below, this M-H algorithm converges

and generates a uniformly ergodic chain with p(φ|yobs, ycens(m−1); θ̂m−1) as the

stationary distribution, thus fulfilling the assumption (SAEM 1).

Then, an efficient simulation method has to be implemented to generate

y
cens(m)
ij for all (i, j) ∈ Icens with the right-truncated Gaussian distribution

with mean f(φ
(m)
i , tij), variance equal to σ̂2

m−1 g2(φ
(m)
i , tij) and truncated at

the right by the value LOQ. We implement the accept-reject algorithm pro-

posed by Robert (24) because of its simplicity and because it slightly improves

upon previous algorithms developed by Gelfand and Smith (25). This algo-

rithm is composed of the following steps

(1) compute α = C+
√

C2+4
2

,

(2) simulate x with the translated exponential distribution E(α,C) with den-

sity p(x|α,C) = α exp(−α(x− C))1x≥C ,

(3) compute ρ(x) = exp(−(x− α)2/2),

(4) simulate u with U[0,1],

(5) if u ≤ ρ(x), then keep x and compute y
cens(m)
ij = f(φ

(m)
i , tij)−xσ̂m−1g(φ

(m)
i , tij),

else return to step (2).

The simulation of x with the translated exponential distribution E(α,C) in

step (2) is performed by simulating u with a uniform distribution U [0, 1] on

the unit interval and then by computing x = − 1
α

ln(1− u) + C.

With the proposal distributions detailed below, this Gibbs algorithm con-

verges and generates a uniformly ergodic chain with p(φ, ycens|yobs; θ) as the

stationary distribution, thus fulfilling the assumption (SAEM 1).
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3.2.2 Stochastic approximation step size sequence

The sequence (γm)m≥0 has to fulfill the assumption (SAEM 2). We recom-

mend the use of γm = 1 during the first M1 iterations 1 ≤ m ≤ M1, and

γm = (m − M1)
−1 during the last M2 iterations. Indeed, the initial guess θ0

may be far from the maximum likelihood value and the first iterations with

γm = 1 allow for converging to a neighborhood of the maximum likelihood

estimate. Furthermore, the inclusion of a hybrid Gibbs procedure (instead of

a Metropolis-Hastings procedure in the classic SAEM algorithm) slows up the

convergence of the extended SAEM algorithm. The convergence is monitored

from graphical criterion. The choice of M1 and M2 values and (γm)m≥0 are

adapted according to the graphical convergence of all the parameter estimates.

4 Simulation study

4.1 Simulation settings

The first objective of this simulation study is to illustrate the main statistical

properties of the extended SAEM algorithm in the context of HIV viral dy-

namics (bias, root mean square errors, group comparison tests). The second

objective is to compare the extended SAEM algorithm to some of the classical

approaches proposed to take into account a censoring process.

We use the bi-exponential model for initial HIV dynamics proposed by Ding

and Wu (6) to simulate the datasets

f(φi, tij) = log10(P1ie
−λ1itij + P2ie

−λ2itij).

This function is a simplified analytical solution of a differential system de-

scribing HIV viral load decrease during anti-retroviral treatment proposed

by Perelson et al. (1). It has p=4 individual parameters: P1i, P2i are the

baseline values and λ1i, λ2i represent 2-phase viral decay rates. These pa-

rameters are positive and distributed according to a log-normal distribution.

Thus, φi and µ take the following values: φi = (ln P1i, ln P2i, ln λ1i, ln λ2i) and

µ = (ln P1, ln P2, ln λ1, ln λ2). We assume identical sampling times for all sub-

jects: for all i in 1, . . . , N , tij = tj for j = 1, . . . , n. Additive Gaussian random

effects are assumed for each parameter with a diagonal covariance matrix Ω.

Let ω2 = (ω2
1, ω

2
2, ω

2
3, ω

2
4) denote the vector of the variances of the random

effects. Additive Gaussian error is assumed with a constant variance σ2 (i.e.

g(φi, tj) = 1 for all i, j).

For the fixed effects, the values are those proposed by Ding and Wu (6): ln P1 =

12, ln P2 = 8, ln λ1 = ln(0.5), ln λ2 = ln(0.05). The inter-subject variability is
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Fig. 1. Convergence of the SAEM parameter estimates for one simulated dataset
with N = 40 subjects (semi-log scale)

identical for the 4 parameters: ω2
1 = ω2

2 = ω2
3 = ω2

4 = 0.3 corresponding to a

variation coefficient of 55%, which is a realistic inter-subject variability in the

context of HIV dynamics. We chose a variance σ = 0.065, which corresponds

to a constant variation coefficient of 15% for the viral load. With the Matlab

software, we generate N=40 total number of subjects and, with n=6 blood

samples per patient, taken on days 1, 3, 7, 14, 28 and 56. We consider the

same limit of quantification as Ding and Wu: LOQ = log10(400).

The convergence of the SAEM algorithm on a simulated dataset is illustrated

in Figure 1. The initial estimates are arbitrarily chosen for all the parameters.

During the first M1 = 3000 iterations, the estimates converge to a neighbor-

hood of the maximum likelihood. Then, smaller step sizes during M2 = 1000

additional iterations ensure the almost sure convergence of the algorithm to

the maximum likelihood estimate. We implement the extended SAEM algo-

rithm in a Matlab function. It takes about 120 s for the extended SAEM

algorithm to converge with 4000 iterations on a conventional Intel Pentium

IV 2.8 GHz workstation.

The conditional expectation E(ycens|yobs) of the censored values can be evalu-

ated from the posterior mean of the ycens simulated during the last iterations

of the extended SAEM algorithm. Figure 2 illustrates this evaluation on a

simulated dataset: E(ycens|yobs) evaluated by SAEM is plotted as a function

of the true simulated values y that are below the LOQ for this simulated

dataset. The extended SAEM algorithm provides satisfactory expectation of

these censored values.
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Fig. 2. Expectation of the censored values E(ycens|yobs) evaluated by the extended
SAEM algorithm as a function of the true simulated values y that are below the
LOQ (2.6) on a simulated dataset.

4.2 Evaluation of estimates

Our aim is to evaluate and compare the estimates produced by the extended

SAEM algorithm with those produced by 2 estimation approaches recom-

mended in the presence of left-censored data. We fit the simulation model and

compute the relative bias and relative root mean square error (RMSE) for

each component of θ from 1000 replications of the trial described below.

We first assume that no censoring is present in the viral load. We estimate

the datasets using the classical SAEM algorithm; this bias and RMSE are

considered the benchmark for the comparison of the 3 methods on the censored

datasets described below.

We then censor the simulated datasets by censoring observations that are be-

low the LOQ. The censoring represents, on average, 0% of the observations at

days 1 and 3, 0.07% at day 7, 2.81% at day 14, 26.96% at day 28 and 71.57%

at day 56. First, we implement 2 classical approaches omitting or an imput-

ing arbitrary value to the censored data. We name M1 the naive approach,

which omits all censored data. We then name M2 the method recommended

by several authors (9; 6; 26); for each patient, the first data below the LOQ

is kept and imputed to LOQ/2, and then all the following censored data are

omitted. We use the standard SAEM algorithm to fit the datasets for both the

M1 and M2 methods. Second, we also apply the extended SAEM algorithm

presented in Section 3; this gives us the maximum likelihood (ML) estimates

of the parameter θ from the original dataset yobs.

The relative bias and RMSE obtained under the simulation model on the

uncensored datasets with the classical SAEM algorithm are presented in Table
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Table 1
Relative bias (%) and relative root mean square error (RMSE) (%) of the esti-
mated parameters evaluated from 1000 simulated trials on the uncensored datasets
(all data) with the SAEM algorithm and the left-censored datasets with 2 classic
methods (M1 and M2) and with the extended SAEM algorithm (ML).

Parameters Bias (%) RMSE (%)

all data left censored data all data left censored data

M1 M2 ML M1 M2 ML

ln P1 0.01 0.03 0.32 0.03 0.77 0.78 0.93 0.77

ln P2 0.01 2.64 10.71 0.23 1.29 3.22 10.88 1.63

ln λ1 0.98 2.67 12.94 0.57 12.47 12.55 19.76 12.36

ln λ2 0.04 10.46 22.88 0.62 3.09 11.45 23.36 3.98

ω2
1 0.28 3.69 37.51 4.26 24.17 26.55 49.60 26.30

ω2
2 2.20 12.67 24.81 6.21 26.65 37.15 58.31 37.70

ω2
3 1.97 6.85 12.53 1.67 22.48 23.03 31.01 23.05

ω2
4 0.88 47.13 98.331 6.59 25.66 55.98 113.53 36.85

σ2 0.51 10.31 440.77 0.63 16.34 26.24 453.24 19.34

1 and referred as the ”all data” estimates. These estimates have very small bias

(<0.5% for the fixed effects, <5% for the variance parameters). The RMSE

is really satisfactory for the fixed effects (<13%) and the variance parameters

(<30%).

The relative bias and RMSE obtained on the censored datasets are presented

in Table 1. Three of the fixed effects are estimated with bias by the M2 method,

especially ln λ2 (23%). The M1 method reduces the bias for all the fixed effects

but ln λ2 still has a larger bias (10.5%) than before the censor. The bias

of the variance parameters is increased with both the M1 and M2 methods,

especially for ω2
4 and σ2 (47% and 98% for ω2

4 and 10% and 440% of bias

for σ2 respectively). In contrast with these 2 methods, the extended SAEM

algorithm provides estimates of all the parameters with small bias. The M1

method gives a satisfactory RMSE except for λ2 (11%) and ω2
4 (56%). The M2

method increases all the RMSE, especially for ω2
4 (113%) and σ2 (453.2%).

The mean bias of the σ M2-estimates is 1.31, which corresponds to the value

of LOQ/2. The RMSE is satisfactory with the extended SAEM algorithm.

Every dataset is almost censored at days 28 or 56 during the second decay

phase of the viral load decrease. This finding explains that the parameter

estimates corresponding to this second decay rate (ln λ2 and its variance ω2
4)

are the most affected by the censoring process. However, even with 71% of
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Fig. 3. Boxplot of the second decay rate parameter estimates (ln λ2 and ln ω2
4)

for the 4 methods on the 1000 replications: the all-data method, the M1 and M2

methods, and ML, the extended SAEM algorithm.

censor at day 56, the bias and RMSE of the extended SAEM algorithm almost

reach the uncensored dataset benchmark. This accuracy is also illustrated in

Figure 3, which presents the distribution of the second decay rate parameters

estimates (ln λ2 and ln ω2
4) for the 4 methods from the 1000 replications. This

figure again points out the bad properties of the M1 and M2 methods, and

reemphasizes that the extended SAEM algorithm reaches the exactness level

of the estimation method applied to the uncensored datasets. The difference

in the other parameters distributions between the 4 methods are similar.

The M1 method provides estimates that are less biased than the M2 method

for all parameters. This finding can be explained by the design used for the

simulation. The number of uncensored measurements is large enough to es-

timate quite accurately all the parameter by omitting all the censored data.

Contrary to the M1 method, which considers a partial dataset from the orig-

inal dataset, the M2 method is based on a modified partial dataset. Because

the modification affects the data measured during the second decay, the pa-

rameter estimates of this second decay rate (ln λ2 and its variance ω2
4) are

noticeably biased.

4.3 Application to group comparison

We consider that the subjects of each simulated trial belong to 2 different

treatment groups of equal size (i.e. 20 subjects per group). We performed a

Wald test and Likelihood ratio test (LRT) to test a difference between the
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treatment groups on the viral load decrease, especially on the first viral decay

rate, lnλ1, as proposed by Ding and Wu (6). We apply these tests using SAEM

on the uncensored datasets and the extended SAEM algorithm on the censored

datasets and evaluate their type I errors. We do not evaluate the type I errors

obtained with the M1 and M2 methods on the censored datasets because the

previous simulation study already illustrates their bad properties.

Let Gi = 0 denote a control treatment group subject and Gi = 1 an experiment

treatment group subject. In this example, the vector of covariates Xi is (1,

Gi). Let β denote the treatment effect parameter on lnλ1.

f(φi, tij) = log10(P1i exp(−λ1itij) + P2i exp(−λ2itij)) and

ln λ1i = ln λ1 + βGi.

In this case, the matrix of fixed effects is

µ =




ln P1 ln P2 ln λ1 ln λ2

0 0 β 0


 .

We test by LRT or Wald test the hypothesis that the 2 treatments are equal,

H0: {β = 0}, versus the alternative hypothesis H1: {β 6= 0}. For the LRT, we

evaluate the log-likelihoods L0 and L1 by importance sampling under H0 and

H1, respectively. Because the likelihood function is differentiable for every θ
and the H0 is equivalent locally to a linear space, the LRT statistic is asymp-

totically chi-squared distributed. We thus compare the 2(L1 − L0) statistic

with a 1 degree of freedom χ2
1 distribution. The importance sampling pro-

cedure is implemented by simulating a sample of size 5000 of the individual

parameters φi with the Gaussian approximation of the posterior distribution,

using estimates of the individual posterior mean E(φi|y
obs
i ) and the posterior

variance Var(φi|y
obs
i ) evaluated by the empirical mean and variance of the φi

simulated by the SAEM algorithm during the last 500 iterations.

For the Wald test, the SAEM algorithm provides an estimate of the infor-

mation Fisher matrix, whose inverse matrix’s diagonal corresponds to the

variance of the parameter estimates. We estimate the parameter β̂ and its

standard error SE(β̂) under H1. Under the hypothesis that likelihood is twice

continuously differentiable for every θ, the Wald statistic is asymptotically

chi-squared distributed. Therefore, we compare the statistic β̂2/SE2(β̂) with

a χ2
1 distribution. For both tests, the type I error is estimated by the propor-

tion of trials for which H0 is rejected as these datasets are simulated without

any treatment effect.

The type I error of the Wald test is 4% for the classical SAEM algorithm on

the uncensored datasets, and 5.9% for the LRT. We find similar results on
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the left-censored datasets using the extended SAEM algorithm. The type I

error of the Wald test and the LRT are 4.1% and 5.4%, respectively using

this algorithm. These again illustrate the good statistical properties of this

extended SAEM algorithm.

5 Application to the Trianon (ANRS81) trial

We illustrate the extended SAEM algorithm on viral load data from the clin-

ical trial TRIANON supported by the French Agence National de Recherche

sur le Sida (ANRS). In this study, 144 patients infected with HIV-1, who were

randomized into 2 treatment groups, undergo treatment for 72 weeks: 71 pa-

tients receive treatment A (lamivudine, d4T and indinavir) and 73 patients

treatment B (nevirapine, d4T and indinavir). Viral load is measured at weeks

4 and 8 and every 8 weeks thereafter up through week 72. The HIV RNA assay

used in this study has a limit of detection of 20 cp/ml. The comparison of the

log reduction of the viral load from baseline to week 72 between the 2 groups

with use of a standard statistical approach involving intention to treat shows

treatment A to be superior, although the authors expected a superiority of

the 3-class regimen (treatment B). See Launay et al. (27) for a more complete

description of the study design and results. The data are presented in Figure

4.

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
0

1

2

3

4

5

6

7

time (week)

lo
g 

vi
ra

l l
oa

d 
(c

p/
m

l)

Fig. 4. Observed individual viral load decreases in the 2 groups of patients of the
TRIANON trial, with the predicted mean curves obtained with the extended SAEM
algorithm in the 2 groups: (∆), group A observations; (+), group B observations;
plain line, group A prediction; dashed line, group B prediction; dotted line, LOQ
level.
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This new analysis of TRIANON data aims to evaluate the treatment effects

on the evolution of the initial viral load decrease. We use the bi-exponential

model presented in section 4 to fit the log10 viral load measurements until week

16. There are 64 (out of 275) and 65 (out of 281) observations, respectively,

below the LOQ in group A and group B. We compare the extended SAEM

algorithm with the usual M2 method, the one recommended by Ding and Wu

(6) to handle left-censored data. For both methods, we analyze the model

under the null hypothesis (i.e. without treatment effect). We analyze then

the 3 alternative hypotheses proposed by Ding and Wu: AH1: βλ1
6= 0; AH2:

βλ2
6= 0 and AH3: βλ1

6= 0 βλ2
6= 0. In group B, βλ1

and βλ2
are treatment

effects added to lnλ1 and lnλ2 in group A

ln λ1i = ln λ1 + βλ1
Gi and

ln λ2i = ln λ2 + βλ2
Gi,

where Gi = 0 denotes a group A subject and Gi = 1 a group B subject.

We use the one-dimensional Wald test to assess the AH1 and AH2 alternative

hypotheses. We use a bi-dimensional Wald test for the two-dimensional vector

β = (βλ1
, βλ2

) to assess the AH3 hypothesis. We use the LRT to test all the

nested models.

Using the M2 method, the log-likelihoods are estimated at -617.24, -617.18,

-617.0 and -616.92 under H0, AH1, AH2 and AH3, respectively. None of the

4 LRT is significant at 5%, and we find the same conclusions using the Wald

test. With the extended SAEM algorithm, the log-likelihoods are estimated at

-472.11, -467.59, -467.28 and -466.09 under H0, AH1, AH2 and AH3, respec-

tively. The LRT are significant at 5%, except for the test of AH2 vs AH3. We

find similar results using the Wald tests. Unsurprisingly, the likelihoods are

not of the same order with both methods because they come from datasets

with different numbers of observations: with the M2 method, the left-censored

data are omitted except for the first ones; with the extended SAEM algorithm,

all the left-censored data are kept. The population parameter estimates (and

their standard errors) of the final model under AH2 for the extended SAEM al-

gorithm are lnP1=10.8 (0.05), lnP2=6.39 (0.17), lnλ1=-1.30 (0.02), lnλ2=-3.18

(0.05), βλ2
=-0.277 (0.08), ω2

1=0.106 (0.03), ω2
2=2.76 (0.46), ω2

3=0.012 (0.01),

ω2
4=0.059 (0.02), and σ2=0.38 (0.03). Figure 4 presents the curves predicted

by this model, overlaid on the data. The censored data are plotted at the value

LOQ. The predicted curves are below the LOQ at week 16 as the extended

SAEM algorithm handles the censored data.

In conclusion, we find a significant difference between treatments using the

extended SAEM algorithm but not with the recommended M2 method. The

superiority of the treatment A (βλ2
< 0) is in concordance with the previous

analysis of the TRIANON dataset (27). In addition, we are able to describe

the evolution of the viral load and the treatments’ effects. In our example, we
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find a trend for a faster viral load decrease under treatment A in the second

phase.

6 Discussion

To analyse longitudinal data with left-censored responses, we propose a maxi-

mum likelihood estimation method that may be preferred over methods classi-

cally used with NLMEM. We extend the SAEM algorithm developed by Kuhn

and Lavielle (19) and the monolix 1.1 Matlab function (http://mahery.math.u-

psud.fr/∼lavielle/monolix) by including in the simulation step of the SAEM

algorithm a simulation of the left-censored data with the right-truncated Gaus-

sian distribution using an accept-reject algorithm proposed by Robert (24).

This extended SAEM algorithm is available on the same web address. At the

same time, the convergence of the algorithm is monitored from graphical cri-

terion. An automatic implementation of a stopping criterion to optimize both

the iterations number and the stochastic approximation step will be considered

in the next extension.

We apply this extended SAEM algorithm to model the HIV viral load decrease.

The simulation study illustrates the accuracy of our approach. We show that

the bias and RMSE obtained by the extended SAEM algorithm are highly

satisfactory for all parameters. They almost reach the benchmark obtained

before censoring the datasets, although for the last observation time, 72% of

the observations are below the LOQ. We consider 2 classical methods obtained

either by omitting the data points below the limit or by imputing half the

LOQ to left-censored data. We show that the bias and RMSE obtained by the

extended SAEM algorithm are much reduced compared to these 2 approaches.

The analysis of the TRIANON dataset also demonstrates the ability of the

extended SAEM algorithm to detect differences between 2 treatment groups.

This example illustrates the necessity to handle carefully the left-censored

data, as the usual approach fails to detect statistical difference between treat-

ment groups. The bi-exponential model that we use is deduced from a differ-

ential equation model proposed by Perelson et al. (1) describing the global

HIV dynamics with both the viral load decrease and the CD4 increase under

treatment. Ding and Wu (6) show that this differential system has an analytic

solution under the assumption that the non-infected CD4 cells concentration is

constant. Because this assumption is not valid after several week’s treatment,

the authors recommend using this model only during the first weeks after

beginning a treatment, before any rebound of the viral load due to multiple

virus mutations. Thus, we consider only the first weeks of the HIV dynamics

of TRIANON data. After several weeks, the differential system has no more

analytical solution. The exact SAEM algorithm could also be extended to this
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case but is out of the scope of this paper.

To take into account the censored-data problem with NLMEM, Wu (7; 17)

proposes MCEM algorithms. In his first paper, he proposes a MCEM with

an M-step based on the linearization of the model, leading to an approximate

maximum likelihood estimation method. In the second paper, he proposes an

exact MCEM. However, he emphasizes computational problems, such as slow

or even no convergence, especially when the dimension of the random effects is

not small. Because the main problem of the MCEM is the simulation of large

independent samples of the random effects at each iteration, Wu proposes

complex sampling methods for the E-step. As an alternative, he also proposes

an approximate MCEM, based on the linearization of the model for both the E-

and M- steps, leading again to an approximate maximum likelihood estimation

method. To avoid both the linearization step and the computational problem,

the SAEM algorithm is a more adapted tool to estimate models with missing

or non-observed data such as random effects or censored observations. Indeed,

only one realization of the random effects has to be simulated at each iteration,

sidestepping the computational problem of the E-step of the MCEM. The

extended SAEM requires more iterations to reach the convergence than the

standard SAEM, because of the inclusion of a more complex Gibbs algorithm.

However, the extended SAEM is still less time consuming than the MCEM.

As an example, Wu uses the same bi-exponential HIV dynamic model in his

simulation study (i.e. a model with a random effect vector of size p = 4). Wu

explains that it takes about 1 hour for the exact MCEM algorithm to converge,

whereas the extended SAEM algorithm takes about 120 s to converge. The

extended SAEM, which is a true maximum likelihood estimation method, is

about 10 times faster than the approximate MCEM algorithm proposed by

Wu (17). Wu proposes a PX-EM (28) version of its MCEM, which converges

faster. The extended SAEM could also be combined with the PX-EM, gaining

a similar rate of convergence. The method proposed by Jacqmin-Gadda et

al. (5) for censored data analysed with linear mixed models could also be

extended to the non-linear case.

We only focus on the left-censored data problem in the context of log viral load

observations, but SAEM can be extended to other missing processes such as

missing covariates, which Wu (17) includes in his MCEM. This requires making

distribution assumptions for the incompletely observed covariates, conditional

on the completely observed covariates. This problem is beyond the scope of

this article, but it may be solved by a highly similar approach.

In conclusion, the extended SAEM algorithm combines the statistical prop-

erties of an exact method together with computational efficiency. We thus

recommend the use of this method in NLMEM with left-censored data.
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Chapitre 6

Extension de l’algorithme SAEM aux
modèles définis par systèmes
dynamiques

6.1 Modèles définis par équations différentielles or-

dinaires

Dans les chapitres précédents, la fonction de régression utilisée pour l’analyse de
la décroissance de la charge virale est une solution analytique d’un système différen-
tiel simplifié décrivant le processus de la dynamique virale. Dans de nombreux cas,
les hypothèses simplificatrices du système dynamique permettant d’en obtenir une
solution analytique ne sont toutefois pas satisfaisantes. Les systèmes dynamiques
n’ont alors pas de solution analytique, rendant plus délicate leur utilisation dans le
cadre d’une analyse par modèle mixte.

Nous avons proposé deux algorithmes d’estimation adaptés à ces modèles, un al-
gorithme SAEM pour l’approche par maximum de vraisemblance et un échantillon-
neur de Gibbs pour l’approche bayesienne. En particulier, nous avons développé un
nouveau schéma de linéarisation locale pour la résolution d’équations différentielles,
fondé sur une linéarisation par rapport au temps et aux paramètres de l’équation,
permettant d’optimiser le temps de calcul de l’algorithme de marche aléatoire de
Metropolis-Hastings intégré dans ces deux algorithmes d’estimation. Nous avons
montré la convergence de ce nouveau schéma de linéarisation locale et celle des
deux algorithmes d’estimation. Nous avons ensuite proposé une borne de l’erreur
d’estimation due à la méthode numérique de résolution de système différentiel en
fonction du pas de cette approximation. Ce résultat n’avait jamais été proposé dans
la littérature.

Nous avons illustré cette méthode sur l’exemple simple d’une équation différen-
tielle à une dimension issue d’une problématique réelle de pharmacocinétique. Cette
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méthode est appliquée à un système de dimension cinq dans le domaine de la dyna-
mique virale VIH dans le chapitre 7.

Ce travail fait l’objet d’un article soumis à Journal of Statistical Planning and
Inference.
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Abstract

Parametric incomplete data models defined by ordinary differential equations (ODEs)
are widely used in biostatistics to describe biological processes accurately. Their pa-
rameters are estimated on approximate models, of which regression functions are
evaluated by a numerical integration method. Accurate and efficient estimations
of these parameters are critical issues. This paper proposes parameter estimation
methods involving either a stochastic approximation EM algorithm (SAEM) in the
maximum likelihood estimation, or a Gibbs sampler in the Bayesian approach. Both
algorithms involve the simulation of non-observed data with conditional distribu-
tions using Hastings-Metropolis (H-M) algorithms. A modified H-M algorithm, in-
cluding an original Local Linearization scheme to solve the ODEs, is proposed to
reduce the computational time significantly. The convergence on the approximate
model of all these algorithms is proved. The errors induced by the numerical solving
method on the conditional distribution, the likelihood and the posterior distribution
are bounded. The maximum likelihood estimation method SAEM coupled with a H-
M algorithm is illustrated on a simulated pharmacokinetic nonlinear mixed-effects
model defined by an ODE. Simulation results illustrate the ability of this algorithm
to provide accurate estimates.

Key words: Bayesian estimation, Incomplete data model, Local linearization
scheme, MCMC algorithm, Nonlinear mixed-effects model, ODE integration,
SAEM algorithm
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1 Introduction

Dynamical systems specified by differential equations are widely used to de-

scribe dynamic processes following physical, physiological or biological princi-

ples. Thus, when observed data are assumed to follow such a biological process,

a statistical model can be introduced, of which regression function is the solu-

tion of the corresponding differential system. Difficulties arise frequently with

the absence of any analytical solution of the differential system. In these cases,

the estimation of the biological parameters requires the use of numerical inte-

gration methods, for which accuracy and speed are critical issues. Moreover,

a second difficulty is often raised in biomedical situations: these data are fre-

quently described by statistical models involving incomplete data problems.

Let us detail below two biological examples combining both previously men-

tioned problems, the second situation being further exemplified to illustrate

the algorithms proposed in this paper.

The first example takes place in the field of brain activation research. Func-

tional Magnetic Resonance Imaging (fMRI) is a neuroimaging technique using

the vascular oxygenation contrast as an indirect measure of cerebral activity.

Despite the extensive development of such techniques, the coupling mech-

anisms between neuronal activity and cerebral physiological changes -such

as vascular changes- are still poorly understood. Recently, dynamical models

such as the Balloon model have been introduced to explain these interac-

tions (Buxton et al., 1998), leading to define statistical models defined by

ODEs. Furthermore, some additional hypothesis such as the variability in the

hemodynamic response explored by Donnet et al. (2005) can imply the use of

statistical incomplete data models. A second relevant example can be found in

pharmacokinetics which consist in the study of drug concentration dynamics

after its absorption by an individual. These dynamic problems are modeled

by differential systems of compartment interactions, the human body being

simplified as a system of compartments with nonlinear transfers. The transfer

parameters of a specific drug are estimated from repeated measurements of

the drug concentration in a large population of patients. Furthermore, since

the drug concentration in each individual body follows the same dynamical

system but with slightly different parameters, mixed-effects models are widely

used in this context, the individual dynamical parameters being considered as

non-observed data.

This paper aims at providing a general answer to such statistical problems

defined by differential equations, which can be treated as incomplete data

models.

Let y be the noised observations of a biological process measured at instants

(t1, · · · , tJ). The biological process is described by the solution g of an or-

2
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dinary differential equation (ODE), depending on a stochastic non-observed

parameter φ:

yj = g(tj, φ) + εj for j = 1 · · · J .

We consider that the observable vector Y is part of a so-called complete vector

(Y, φ). We assume that both Y and (Y, φ) have density functions, pY (y; θ)
and pY,φ(y, φ; θ) respectively, depending on a parameter θ belonging to some

subset Θ of the Euclidean space R
q. The estimation of the parameter θ has

been widely studied when the regression function g has an explicit form. Two

approaches can be followed to tackle this challenge, respectively the maximum

likelihood and the Bayesian estimations.

Generally, the maximization of the likelihood of the observations cannot be

done in a closed form. Dempster et al. (1977) propose the iterative Expectation-

Maximization (EM) algorithm for incomplete data problems. At the kth iter-

ation, the E-step of EM algorithm computes Q(θ|θk) = E(log pY (y; θ)|y; θk)

while the M-step determines θk+1 maximizing Q(θ|θk). For cases where the

E-step has no closed form, stochastic versions of EM have been introduced.

Wei and Tanner (1990) suggest the Monte-Carlo EM (MCEM) estimating

Q(θ|θk) by the averaging of m Monte-Carlo replications. Celeux and Diebolt

(1985) propose the Stochastic EM algorithm (SEM), the first stochastic ver-

sion of EM, which is a special case of MCEM in which m = 1. Recently, Wu

(2004) emphasizes that MCEM is computationally intensive. As an alterna-

tive, Delyon et al. (1999) propose the Stochastic Approximation EM algorithm

(SAEM) replacing the E-step by a stochastic approximation of Q(θ|θk). These

methods require the simulation of the non-observed data φ. For cases where

this simulation can not be performed in a closed form, Kuhn and Lavielle

(2004) suggest to resort to iterative methods such as Monte Carlo Markov

Chain algorithms (MCMC).

The Bayesian approach estimates the posterior distribution pθ|Y (·|y) of θ, a

prior pθ(·) being given. Because of the conditional independence structure of

pθ|Y =
∫

pθ|Y,φ pφ|Y dφ and pφ|Y =
∫

pφ|Y,θ pθ|Y dθ, Gelfand and Smith (1990)

propose a Gibbs sampling to evaluate these two integrals simultaneously. At

iteration k, φ(k), a realization of φ, is simulated with pφ|Y (·, θ(k−1)) followed

by θ(k), a realization of θ with pθ|Y,φ(·, φ(k)). Consequently, as in maximum

likelihood estimation, difficulties arise when the simulation of the conditional

distribution can not be performed in a closed form. For these cases, a Hastings-

Metropolis (H-M) algorithm can be included in the Gibbs sampler.

The use of the H-M algorithm in estimation algorithms requires the evalua-

tion of the regression function g at each iteration. When g is a non-analytical

solution of a dynamical system, it is evaluated using a numerical integration

method. Thus a trade-off between accuracy, stability and computational cost

is required. In this paper, we detail the Local Linearization scheme (see e.g.

3
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Biscay et al., 1996; Ramos and Garćıa-López, 1997; Jimenez, 2002) not only

because of its stability performances but also because this scheme can be

extended to a so-called modified Local Linearization scheme. This modified

scheme is particularly adapted to situations encountered with the H-M algo-

rithm, when the dynamical system has to be solved successively for different

sets of the φ parameter. In such situations, it allows a significant decrease

in the computational time. The estimation algorithms are then applied to an

approximate model of which regression function is an approximate solution of

the ODE.

The objective of this research is to quantify the error induced by the numer-

ical approximation of the regression function g. The paper is organized as

follows. Section 2 defines the original statistical model; the Local Lineariza-

tion scheme and its modified version are detailed; the approximate statistical

model resulting from the numerical approximation is introduced. Section 3

focuses on the H-M algorithm to simulate the non-observed data φ with the

conditional distribution. A modified version of the H-M algorithm including

the extended Local Linearization scheme is proposed to reduce the compu-

tational time. Their convergence is proved on the approximate model, and

the error induced by the numerical approximation of g is quantified on the

conditional distribution. Section 4 is dedicated to the parameter estimation

algorithms. Concerning maximum likelihood and Bayesian estimations, the

standard algorithms are adapted to solve the approximate model. The error

induced by the use of the numerical solving method is bounded respectively

on the likelihood and the posterior distribution. This error is distinct from

the error on the estimates induced by the estimation algorithm which is eval-

uated by their standard errors. Finally, the SAEM algorithm is illustrated on

a nonlinear mixed-effects model deriving from pharmacokinetics in section 5.

2 Models and notations

2.1 An incomplete data model defined by ODEs

Let y = (yj)j=1..J denote the observations measured at times (t1, · · · , tJ). We

consider the incomplete data model, called model M, defined as follows:

yj = g(tj, φ) + εj 1 ≤ j ≤ J

εj ∼ N (0, σ2) (M)

φ ∼ π(·; β)

where g(.) is a nonlinear function of φ, εj represents the error of the measure-

ment j, σ2 is the residual variance, φ is a non-observed random parameter,

4
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distributed with the density π(·, β), depending on the parameter β. The pa-

rameter θ = (β, σ2) belongs to some open subset Θ ⊂ R
q.

Let g be written g = H ◦ f , where H : R
d −→ R is a known function and,

f : R× R
k −→ R

d is defined as the solution of the following ODE:

∂f(t, φ)

∂t
= F (f(t, φ), t, φ) (1)

f(t0, φ) = f0(φ)

with a known function F : R
d × R × R

k −→ R
d and the initial condition

f0(φ) ∈ R
d, t ∈ [t0, T ].

We make the following additional assumptions:

• Assumption H1: π has a compact support K1 ⊂ R
k, and there exist two

constants a and, b such that

0 < a < π(φ; β) < b for all φ ∈ K1.

• Assumption H2: F : R
d × R × R

k −→ R
d is C2 on its definition domain,

and φ −→ f0(φ) ∈ R
k is C1 on K1.

• Assumption H3: H is an LH-lipschitzian function.

2.2 Approximation of the regression function

A great variety of numerical schemes have been proposed to solve ODEs (see

e.g. Hairer et al., 1987). The accuracy of such numerical methods is qualified

by the order and the step size of these schemes. The numerical scheme is

applied on sub-intervals [tn, tn+1[, n = 0, . . . , N−1, of the time interval [t0, T ],

with tN = T . The maximal length or step size of the sub-intervals is denoted

h. The order of a numerical scheme is defined as follows:

Definition 1 Let fh be the resulting approximate function obtained by a nu-

merical integration scheme of step size h. This scheme is of order p if there

exists a constant C such that

sup
t∈[t0,T ]

|f(t, φ)− fh(t, φ)| ≤ Chp.

Of all the numerical schemes, the Local Linearization (LL) scheme provides

a good trade-off between computational cost and numerical stability, as ex-

posed in Biscay et al. (1996). It derives from the local linearization of the

right term of the ODE (1) with respect to time t, and the exact integration

of the deduced linear differential equation. Its implementation requires matrix

5
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exponential computations using new algorithms such as Pade or Schur meth-

ods, which have proved their efficiency and stability. The LL scheme has the

additional advantage of preserving stability properties on stiff systems (see

e.g. Ramos and Garćıa-López, 1997; Jimenez et al., 2002). In cases where the

ODE depends on parameter φ, we extend this scheme using a Taylor expan-

sion with respect to time t and parameter φ. More precisely, let the solution

at φ0 be computed using the LL scheme. Let φ be in a neighborhood of φ0. On

each sub-interval [tn, tn+1[, n = 0, . . . , N−1, the solution fh,φ0
of the following

linear equation

∂f(t, φ)

∂t
= F (f(tn, φ0), tn, φ0) +

dF

df
(f(tn, φ0), tn, φ0) (f(t, φ)− f(tn, φ0))

+
dF

dt
(f(tn, φ0), tn, φ0) (t− tn) +

dF

dφ
(f(tn, φ0), tn, φ0) (φ− φ0).

is evaluated. Details of this scheme (called LL2 scheme) are given in appendix

B. This LL2 scheme does not involve any additional computation of matrix

exponentials: the required matrix exponential has already been computed with

the LL scheme at φ0. This reduces the computational time, which is a key issue

in iterative processes. For instance, during H-M algorithm implementation, the

ODE has to be integrated at φ contained in a neighborhood of φ0, for which

the ODE has already been solved by LL. This leads us to propose a modified

version of the H-M algorithm, taking advantage of these schemes (see part

3.1.2).

Convergence properties of the two previous numerical schemes are given in

the following lemma. Let us consider the following assumption:

• Assumption H1′: φ remains in the compact set K1 ∈ R
k.

Lemma 2 Let φ0 and φ be in K1. Let f(., φ) be the exact solution of the ODE

(1), fh(., φ) the one obtained by the LL scheme with step size h, and fh,φ0
(., φ)

the LL2 solution. Assume that H1
′ and H2 hold. Then:

(1) there exists a constant C independent of φ, such that, for any t ∈ [t0, T ]

and for any φ,

|f(t, φ)− fh(t, φ)| ≤ Ch2,

(2) there exist constants C1 and C2 such that, for any t ∈ [t0, T ] and for any

φ,

|f(t, φ)− fh,φ0
(t, φ)| ≤ max(C1h

2, C2 ‖φ− φ0‖
2

Rk).

Part 1 is proved in Ramos and Garćıa-López (1997), part 2 is proved in ap-

pendix B.

6
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2.3 An approximate incomplete data model

In practice, estimation algorithms require the numerical approximation of the

regression function and are thus applied to an approximate version of the

model M. Let fh be the approximate solution of the ODE (1), obtained by a

numerical integration method of step size h and order p. Let the approximate

statistical model Mh be defined by:

yj = gh(tj, φ) + εj 1 ≤ j ≤ J

εj ∼ N (0, σ2) (Mh)

φ ∼ π(·; β)

where gh = H ◦ fh. Subsequently, the different distributions of the model Mh

are subscripted with h.

3 Simulation of non-observed data with the conditional distribu-
tion

In this paper, the Hastings-Metropolis (H-M) algorithm is combined succes-

sively with the SAEM algorithm in the maximum likelihood estimation, and

the Gibbs sampler in the Bayesian estimation. The H-M algorithm updates φ
in the target distribution p(φ|y; θ). The computation of its acceptance proba-

bilities requires an explicit expression of the regression function. As a conse-

quence, this H-M algorithm can only be applied to the approximate statistical

model Mh.

3.1 Two Hastings-Metropolis algorithms

To implement the H-M algorithm, it is necessary to specify a suitable proposal

density. Several possible choices of proposal density are discussed in the liter-

ature. In the following implementation, the proposal density is chosen to be

either the prior density π or a symmetric distribution centered at the current

value of φ. The standard H-M algorithm is briefly presented, followed by its

modified version including the LL2 scheme with the second proposal density.

3.1.1 The standard H-M algorithm

The iterative H-M algorithm is outlined as follows. At step r + 1, given φ(r),

move the chain to a new value φc, generated from the proposal density q(.|φ(r)).

7
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Evaluate the acceptance probability of the move, ρ(φ(r), φc) given by

ρ(φ(r), φc) = min

{
1,

ph,Y |φ(φc)π(φc)

ph,Y |φ(φ(r))π(φ(r))

q(φ(r)|φc)

q(φc|φ(r))

}
.

If the move is accepted, choose φ(r+1) = φc. If it is not accepted, φ(r+1) = φ(r)

and the chain does not move. The choice of the proposal density q is essentially

arbitrary, although in practice a careful choice will help the algorithm to move

quickly inside the parameter space. Two proposal densities are combined. First

the prior density π allows to move inside the parameters space efficiently.

Second, a symmetric distribution centered at the current value of φ such that

φ remains in K1, results in the so-called random-walk H-M algorithm (see e.g.

Bennet et al., 1996).

Hence, for each iteration, we need to derive g(t, φ) by solving the ODE (1)

so that the acceptance probability can be evaluated. Thus, choosing the most

time-saving computational solving method is fundamental. To that purpose,

a slightly modified H-M, including the LL2 scheme, is suggested in the next

section.

3.1.2 A modification of the H-M algorithm

Let the model Mh be defined by the LL scheme. The second proposal density

requires solving the ODE (1) at φc in a bounded neighborhood of φ(r), for which

the LL approximate solution has been computed. Let the second proposal

density verify the following property, called property (2): there exists η > 0

such that, almost surely,

‖φ(r) − φc‖Rk < η. (2)

The standard H-M algorithm is slightly modified by including the LL2 scheme.

At step r+1, given φ(r), move the chain to a new value φc = φ(r) +δ. Evaluate

the acceptance probability of the move, ρ(2)(φ(r), φc) given by

ρ(2)(φ(r), φc) = min




1,
p

(2)

h,Y |φ(φc)π(φc)

ph,Y |φ(φ(r))π(φ(r))




 ,

where p
(2)

h,Y |φ(.) is evaluated using the LL2 scheme. If the move is accepted,

φ(r+1) = φc, and f(t, φ(r+1)) and the ph,Y |φ(φ(r+1)) density are evaluated using

the LL scheme. If it is not accepted, φ(r+1) = φ(r) and the chain does not move.

For cases where the candidate is not accepted, no additional matrix exponen-

tial is computed, significantly reducing the computational time.
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3.2 Convergence

Both the usual and modified H-M algorithms converge. The rates of conver-

gence of such algorithms have been widely studied (see e.g. Tierney, 1994),

hence are not discussed here. We focus on the error induced by the numerical

integration scheme by quantifying the distance between the invariant distribu-

tion simulated by the H-M algorithm and the original distribution of interest

pφ|Y .

Theorem 3 Let f be the exact solution of ODE (1). Let pφ|Y be the condi-

tional distribution for the model M. Assume that H1, H2 and H3 hold.

(1) Let fh be the approximation obtained by a numerical integration method

of step size h and order p. Let ph,φ|Y be the conditional distribution of the

model Mh. Then on the model Mh, the H-M algorithm converges towards

its stationary distribution ph,φ|Y . Furthermore, there exists a constant Cy

such that for any small h,

D(pφ|Y , ph,φ|Y ) ≤ Cyh
p.

where D(·, ·) denotes the total variation distance.

(2) The modified H-M algorithm converges towards a stationary distribution

p
(2)

h,φ|Y . Furthermore, let η verify the property (2) and let the chain (φ(r))

remain in K1. Then, there exists a constant C(2)
y such that

D(pφ|Y , p
(2)

h,φ|Y ) ≤ C(2)
y η + Cyh

2.

The proof is given in appendix A. This is illustrated by a numerical example

in section 5.

4 Estimation of parameters

In the following section, we extend to incomplete data models defined by

ODEs, the SAEM algorithm coupled with the modified H-M algorithm for the

maximum likelihood estimation, and the Gibbs sampling algorithm for the

Bayesian approach.

4.1 Maximum likelihood approach

The EM algorithm proposed by Dempster et al. (1977) maximizes the Q(θ|θ′) =

E(log pY,φ(·; θ)|y; θ′) function in two steps. At the kth iteration, the E-step is

9
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the evaluation of Qk(θ) = Q(θ | θk) while the M-step updates θk by maximizing

Qk(θ). For cases where the E-step has no closed form, Delyon et al. (1999) in-

troduce a stochastic version SAEM of the EM algorithm. The Qk(θ) integral is

evaluated by a stochastic approximation procedure. The E-step is divided into

a simulation step (S-step) of the non-observed data φk with the conditional

distribution pφ|Y (.; θk) and a stochastic approximation step (SA-step):

Qk+1(θ) = Qk(θ) + γk (log(pY,φ(.; θk))−Qk(θ)) ,

where (γk) is a sequence of positive numbers decreasing to 0. They prove

the convergence of this algorithm under general conditions in the case where

pY,φ belongs to a regular curved exponential family. When the non-observed

data cannot be directly simulated, Kuhn and Lavielle (2004) suggest using a

MCMC scheme by building a Markov chain with pφ|Y (·; θk) as unique station-

ary distribution at the kth iteration.

When the regression function is defined by ODE, SAEM is implemented on the

model Mh. Let π(·, β) be such that ph,Y,φ belongs to the exponential family:

ph,Y,φ(·; θ) = exp {−ψ(θ) + 〈Sh(y, φ), Φ(θ)〉} ,

where ψ and Φ are two functions of θ, 〈·, ·〉 is the scalar product and Sh(y, φ)

is known as the minimal sufficient statistics of the complete model, taking its

value in a subset S of R
m. Let π(·; β) be of class Cm. At the kth iteration, the

SAEM algorithm is:

• S-Step: the non-observed data φk is simulated by the H-M algorithm devel-

oped in section 3 with ph,φ|Y (·; θk) as unique stationary distribution,

• SA-Step: sk+1 is updated by the stochastic approximation:

sk+1 = sk + γk(Sh(y, φk)− sk),

• M-Step: θk is updated by

θk+1 = arg max
θ

(−Ψ(θ) + 〈sk+1, Φ(θ)〉) .

Kuhn and Lavielle (2004) propose estimates of the Fisher information matrix,

using the Louis’s missing information principle (Louis (1982)), either by im-

portance sampling or by stochastic approximation. We adapt their estimates

when the regression function is not known analytically and, as a consequence,

the extended SAEM supplies the standard errors of the estimates.

The convergence of SAEM is proved on Mh and the distance between the

likelihoods of the two models is quantified in the following theorem.

Theorem 4 Let us consider a numerical scheme of step size h and order p.

10
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Let H1, H2 and H3 hold. Let (γk) be a sequence of positive numbers decreas-

ing to 0 such that for any k in N, γk ∈ [0, 1],
∑∞

k=1 γk = ∞ and
∑∞

k=1 γ2
k < ∞.

(1) Assuming the sequence (sk)k≥0 takes its values in a compact set of S,

the sequence (θk)k≥0 obtained by the SAEM algorithm on Mh, converges

almost surely towards a (local) maximum of the likelihood ph,Y (y).

(2) For any σ2
0 > 0, there exists a constant θ-independent C such that

sup
θ=(β,σ2) |σ2>σ2

0

|pY (y; θ)− ph,Y (y; θ)| ≤ Chp.

Hence, as a principal consequence of this theorem, and assuming regularity

hypotheses on the Hessians of the likelihoods of both models M and Mh, the

bias of the estimates induced by both the numerical approximation and the

estimation algorithm, is controlled.

PROOF.

(1) Assumptions of convergence of the SAEM algorithm are checked by the

model Mh. See Kuhn and Lavielle (2004) for more details.

(2) In the proof of theorem 3, we obtain the result (1b) for a fixed θ and

small enough h that:

|pY (y; θ)− ph,Y (y; θ)| ≤
Cy

(2πσ2)J/2
hp.

Consequently, for any σ2
0 > 0, for any θ ∈ Θ with σ2 ≥ σ2

0, there exists a

constant C, independent of θ, such that

|pY (y; θ)− ph,Y (y; θ)| ≤ Chp.

4.2 Bayesian approach

Let pθ be a prior distribution on the parameter θ. Following Gilks et al. (1996),

σ has a gamma distribution Ga(ν0/2, σ0ν0/2), µ is multivariate N(c, C) and

Ω−1 is Wishart W(ρ, [ρR]−1) for known ν0, σ0, c, C,R and ρ. The Bayesian

approach consists in the evaluation of the posterior distribution pθ|Y . The

iterative Gibbs sampling algorithm is outlined as follows (see Huang et al.,

2004, for more details).

Step 1. Initialize the iteration counter of the chain k = 1 and start with initial

values Γ(0) = (σ−2(0), µ(0), Ω(0), φ(0))t.

Step 2. Obtain a new value Γ(k) = (σ−2(k), µ(k), Ω(k), φ(k))t from Γ(k−1) through suc-

cessive generation of values:

11
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(1) σ−2(k) ∼ q(σ−2|µ(k−1), Ω(k−1), φ(k−1), y)

µ(k) ∼ q(µ|σ−2(k), Ω(k−1), φ(k−1), y)

Ω(k) ∼ q(Ω|σ−2(k), µ(k), φ(k−1), y)

(2) φ(k) ∼ q(φ|σ−2(k), µ(k), Ω(k), y)

Step 3. Change the counter from k to k + 1 and return to Step 2 until convergence

is reached.

The parameter φ is the only parameter which has non-standard full-conditional

distribution. To generate a realization of it, Bennet et al. (1996) describe

several approaches, such as a Rejection Gibbs, a Ratio Gibbs, independent

or Random-walk H-M algorithms. Gilks et al. (1996) recommend the use of

initial iterations allowing a ”burn-in” phase, followed by a large number of

iterations.

For models defined by ODEs, as seen before, the inclusion of such H-M algo-

rithms require, at each iteration, the evaluation of g(φ, tj). Hence, the Gibbs

algorithm is implemented on the approximate statistical model Mh. The mod-

ified version of the H-M algorithm detailed in section 3, can be included at

step 2 of the Gibbs algorithm.

In practice, we estimate the posterior distribution of the model Mh instead

of the distribution of interest pθ|Y . The following theorem quantifies the total

variation distance between the posterior distribution ph,θ|Y and this original

distribution of interest, pθ|Y .

Theorem 5 Let us consider a numerical scheme of step size h and order p.
Let pθ|Y and ph,θ|Y be the posterior distributions respectively of M and Mh.

Assume that H1, H2 and H3 hold.

(1) The Gibbs sampling algorithm converges on the model Mh.

(2) There exists a y-dependent constant Cy such that

D(ph,θ|Y , pθ|Y ) ≤ Cyh
p.

PROOF.

(1) Assumptions of convergence of the Gibbs sampling algorithm are checked

on the model Mh, see Carlin and Louis (2000) for more details.

(2) By Bayes theorem, we have

pθ|Y =
pY |θpθ

pY

where pY =
∫

pY |θpθdθ, and the same equality for the model Mh. From

the result (1b) of the proof of theorem 3, we deduce that there exists a

constant C, independent of θ, such that for any θ ∈ Θ with σ2 > σ2
0 > 0,
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|pY |θ(y)− ph,Y |θ(y)| ≤ Chp and |pY (y)− ph,Y (y)| ≤ Chp. We now bound

|pθ|Y (θ)− ph,θ|Y (θ)|:

|pθ|Y (θ)− ph,θ|Y (θ)| ≤
pθ(θ)

|pY (y)|

∣∣∣∣∣|pY |θ(y)− ph,Y |θ(y)|+
pY (y)

ph,Y (y)
|pY (y)− ph,Y (y)|

∣∣∣∣∣

≤
Chp

|pY (y)|
pθ(θ)

∣∣∣∣∣1 +
ph,Y |θ(y)

ph,Y (y)

∣∣∣∣∣ =
Chp

|pY (y)|

(
pθ(θ) + ph,θ|Y (θ)

)
.

Thus

D(pθ|Y , ph,θ|Y ) ≤
Chp

|pY (y)|
.

5 Application to nonlinear mixed-effects model

Nonlinear mixed-effects models are widely used in pharmacokinetics (PK) and

pharmacodynamics (PD) to estimate PK/PD parameters. They are interesting

because of their capacity to discriminate the intra- from the inter-subject

variabilities and to test covariable effect on the PK/PD parameters. They are

modeled by:

yij = C(tij, φi) + εij

εij ∼ N (0, σ2)

φi ∼ π(.; β),

where yij is the observation of the drug concentration C for subject i, i =

1, . . . , N , at time tij, j = 1, . . . , ni and φi is the vector of individual non-

observed PK/PD parameters of subject i.

We consider a case where the drug concentration C is defined through a dif-

ferential equation without analytical solution. On a simulated dataset, we

illustrate applications of the H-M and of the SAEM algorithms. We do not

implement the Gibbs algorithm adapted to ODE models, since the PKBugs

software already proposes estimation by Gibbs sampling for PK/PD models

with ODE.

5.1 Numerical settings

The following one-compartment pharmacokinetic system with a first order

absorption and a Michaelis-Menten saturable elimination describes the con-
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centration C of a drug:

dC

dt
(t, φ) =

kaD

V
e−kat −

VmC(t, φ)

km + C(t, φ)
, (3)

where D is the known administered dose, V the total volume of distribution, ka

the absorption constant, km the Michaelis-Menten constant and Vm the maxi-

mum rate of metabolism. Hence, the parameter vector is φ = [V, ka, km, Vm] ∈
R

4.

We consider the pharmacokinetic parameters of hydroxurea, an anti-cancerous

drug, studied by Tracewell et al. (1995): V =12.2 L, ka=2.72 h−1, km=0.37

mmol/L, Vm=0.082 mmol/h/L. One dataset of 20 patients is simulated with

a dose D = 13.8 mmol and measurements at time t = 0, 0.5, 1, 1.5, 2 hours

and then every hour until 12 hours. We choose a Gaussian distribution for

φ with a diagonal variance-covariance matrix (diagonal components equal to

0.4). The residual variance σ2 is set to 0.01. The numerical method used to

simulate this dataset is the ode45 solving Matlab function, that implements a

Runge-Kutta scheme of the fourth order, with a very small maximal step size

of resolution h equal to 0.001. Data are plotted on figure B.1.

[Fig. 1 about here.]

5.2 Results

The numerical LL and LL2 schemes are compared to the Runge-Kutta (RK)

algorithm as implemented in the ode45 Matlab function. The ODE (3) is solved

at a φ0 equal to the simulated parameter values and then at φ = 1.05 × φ0.

With a step size h = 0.1, the solutions obtained at φ0 are identical for the

two numerical methods ode45 and LL. The difference between the solutions

obtained at φ by ode45, LL, and LL2 is not distinguishable. Furthermore, LL2

is seven times faster than LL or ode45, which is a major advantage, taking

into account that it is included in an iterative algorithm.

Several numerical integration methods included in the H-M algorithm are

compared on the simulation of the conditional distributions. 1000 independent

200-long Markov chains are generated for each method. The first method is

the ode45 function with maximal step size h = 0.001 in order to obtain an

exact cumulative distribution function; this is the reference as this numerical

method is of the fourth order with a very small step size. Then we compare the

two cumulative distribution functions obtained by using at first ode45 with

the default step size h = 0.1 and then the LL and LL2 schemes. As seen on

Figure B.2, plotting the empirical cumulative distribution functions, the three

numerical methods provide similar simulated conditional distributions.
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[Fig. 2 about here.]

Finally, the SAEM algorithm is applied to the simulated dataset. Initial values

have been arbitrarily chosen and are presented in Table B.1. The evolutions

of each parameter estimate are plotted against iterations on Figure B.3. The

estimates converge rapidly to a neighborhood of the simulated values. The pa-

rameter estimates and their standard errors obtained by SAEM are presented

in Table B.1.

[Fig. 3 about here.]

They are compared with those obtained by the NONMEM software, proposed

by Beal and Sheiner (1982) and used by 80% of the pharmacokineticists in drug

companies. To date, NONMEM is the only software available which is able

to solve the maximum likelihood estimation problem with nonlinear mixed

models defined by ODEs. NONMEM is an implementation of the FOCE al-

gorithm (First Order Conditional Estimate), which is based on a first order

linearization of the regression function around the conditional estimates of the

parameters φ. The numerical solving method used is an implementation of the

fourth order Runge-Kutta algorithm. The NONMEM software evaluates the

standard errors of the estimates by linearization. Results using NONMEM are

also presented in Table B.1.

[Table 1 about here.]

In this example, it takes about ten minutes for SAEM to converge using a

conventional Intel Pentium IV 3,2 GHz workstation. Using the same computer,

the NONMEM software stops after about ten minutes without convergence

towards the maximum of the likelihood. The estimate of Vm does not change

from its initial value, the estimate of km is far from its simulation value, var

km is estimated near zero while var Vm and var ka are overestimated. The

NONMEM software fails to evaluate the standard errors of all estimates. All

the SAEM estimates almost reach the simulated values. The SAEM algorithm

achieves the evaluation of the information Fisher matrix, and almost all the

standard errors of the estimates are satisfactory.

6 Discussion

This paper extends the statistical approaches used to estimate incomplete data

model parameters to the frequent cases where such a model M is defined by a

dynamical system. To that purpose, an approximate model Mh is introduced,

of which regression function is evaluated by a numerical integration method.

The standard estimation algorithms are adapted to estimate this approximate
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model. The convergence of the H-M, the SAEM and the Gibbs Sampling

algorithms on the model Mh is proved.

This paper quantifies the error induced by the use of a numerical solving

method. The errors on the conditional distribution, the likelihood and the

posterior distribution between the model M and the approximate model Mh

are controlled by hp, where h is the step size and p the order of the numeri-

cal integration method. This error is distinct from the error on the estimates

induced by the estimation algorithms, which is classically controlled by the

standard errors evaluated through the Fisher information matrix of the esti-

mates.

This paper proposes an extended version of the LL scheme, using the depen-

dence to the parameter φ of the ODE. As the LL2 scheme does not require

any exponential matrix computation, the computational cost of the modified

H-M algorithm proposed in this paper is significantly reduced. Biscay et al.

(1996), Ramos and Garćıa-López (1997) and Ramos (1999) study numerically

the LL scheme performances. It is more accurate than a modified explicit

second order Euler scheme but less accurate than the explicit fourth-order

Runge-Kutta methods. To address this issue, a higher order LL scheme could

be implemented, but this may only provide an insignificant improvement when

included in stochastic algorithms, as shown by the simulation results of the H-

M algorithm numerical properties. Furthermore, Biscay et al. (1996) show that

the LL scheme keeps stable properties on stiff dynamical systems. Thus these

two LL schemes provide an interesting trade-off between computational cost

and numerical stability when included in an iterative stochastic algorithm.

Regarding the maximum likelihood, we study the SAEM algorithm instead

of the Monte-Carlo EM proposed by Wei and Tanner (1990) or Wu (2004).

With an analytical regression function, the MCEM is computational intensive

because of the large sample of non-observed data simulated at each iteration,

while the Stochastic Approximation method requires the generation of only

one realization of non-observed data at each iteration. Thus, due to compu-

tational time considerations, we only extend the SAEM algorithm to the case

of regression function implicitly defined.

The SAEM algorithm is applied to a dataset simulated using a pharmacoki-

netic model defined by ODEs. The SAEM estimates are compared with those

obtained by the standard estimation software NONMEM, the only available

software providing estimates by maximum likelihood in nonlinear mixed mod-

els defined by ODEs. SAEM provides satisfying estimates and standard errors

of the parameters, while NONMEM does not converge on this simulated ex-

ample and fails to evaluate the standard errors. The estimation algorithm

implemented in NONMEM is based on the linearization of the regression

function. Despite the fact that Vonesh (1996) highlights problems of consis-
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tence and convergence of the estimates produced by such estimation methods,

NONMEM is used by 80% of the pharmacokineticists in the pharmaceuti-

cal industry. The simulation results presented in this paper point out the

poor ability of this software to estimate the parameters in nonlinear mixed

model defined through ODEs. Thus we recommend using the SAEM algo-

rithm to analyze such incomplete data problems defined by ODE. The SAEM

algorithm is implemented by the MONOLIX group in a free Matlab func-

tion (http://mahery.math.u-psud.fr/∼lavielle/monolix/index.html). The ex-

tension of the monolix function to ODE models will soon be available on the

same web-site.

Several methods have been suggested to simulate the non-observed data in-

cluded in a Bayesian approach. Wakefield et al. (1994) sample the non-observed

data using a ratio-of-uniform while Tierney (1994) proposes using a Hastings-

Metropolis algorithm. Gilks et al. (1996) summarize these methods in their

book. We do not implement the Gibbs algorithm adapted to ODE models, as

the PKBugs software already proposes an estimation by Gibbs sampling for

PK/PD models with ODE.

We implement SAEM on a non-stiff dynamical system of one dimension with

a homoscedastic model. Extended implementation of SAEM should be done

on further examples with high-dimension or stiff ODEs and heteroscedastic

models. The analysis of a real dataset using SAEM would also extend this

work.
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A Proof of theorem 3:

(1) (a) Following Tierney (1994), the H-M algorithm provides a uniformly

ergodic Markov chain with ph,φ|Y as invariant distribution, as soon

as π is one of the proposal density.

(b) By Bayes theorem, we have pφ|Y (φ) =
pY |φ(y|φ)π(φ)

pY (y)
, and

∣∣∣pφ|Y (φ)− ph,φ|Y (φ)
∣∣∣ =

π(φ)

pY (y)

[∣∣∣pY |φ(y)− ph,Y |φ(y)
∣∣∣ +

ph,Y |φ(y)

ph,Y (y)
|pY (y)− ph,Y (y)|

]
.
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We have
∣∣∣pY |φ(y|φ)− ph,Y |φ(y|φ)

∣∣∣ = |pY |φ(y)|
∣∣∣∣1−

ph,Y |φ(y)

pY |φ(y)

∣∣∣∣, and

pY |φ(y) =
1

(2πσ2)J/2
exp



−
1

2σ2

J∑

j=1

(yj − g(tj, φ))
2



 .

Furthermore, by H3, we have:

|gh(t, φ)− g(t, φ)|= |H ◦ fh(t, φ)−H ◦ f(t, φ)|

≤LH sup
t,φ

|fh(t, φ)− f(t, φ)| ≤ LHChp.

By H1 and the assumptions on the proposal densities, (t, φ) remains

a.s. uniformly in the compact set [t0, T ] × K1. Thus there exist M
and, Mh such that

M = sup
(t,φ)∈[t0,T ]×K1

|g(t, φ)| , Mh = sup
(t,φ)∈[t0,T ]×K1

|gh(t, φ)| ,

and, we can prove that Mh ≤ M + Chp. Hence, there exists Ah such

that ∣∣∣(yj − gh(tj, φ))
2 − (yj − g(tj, φ))

2
∣∣∣ ≤ AhChp

and, we obtain a φ-independent bound:

∣∣∣pY |φ(y)− ph,Y |φ(y)
∣∣∣ ≤

1

(2πσ2)J/2
(e

1

2σ2
JAhChp

−1) ≤
1

(2πσ2)J/2

(
eBAhhp

− 1
)
,

with B = JC
2σ2 . Consequently, by integrating the previous inequality,

|pY (y)−ph,Y (y)| ≤
∫ ∣∣∣pY |φ(y)− ph,Y |φ(y)

∣∣∣ π(φ)dφ ≤
1

(2πσ2)J/2
(eBAhhp

−1).

Finally, using the previous inequalities, we have:

∫ ∣∣∣pφ|Y (φ)− ph,φ|Y (φ)
∣∣∣ dφ ≤

2

pY (y)(2πσ2)J/2
(eBAhhp

− 1).

Let D(·, ·) denote the total variation distance. If h is small enough,

there exists a h-independent constant Cy such that:

D(pφ|Y , ph,φ|Y ) ≤ Cyh
p.

(2) (a) Following Tierney (1994), this algorithm provides a uniformly ergodic

Markov chain. We quote p
(2)
h,φ its stationary distribution.

(b) At step r + 1, let φ(r) be the current value and φc be the candidate

of the Markov chain. By definition of the LL and LL2 schemes, we

have ∣∣∣fh(t, φ
c)− fh,φ(r)(t, φc)

∣∣∣ = O(‖φc − φ(r)‖Rk). (A.1)
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Moreover, by definition of the acceptance probability,

|ρ(φ(r), φc)−ρ(2)(φ(r), φc)| ≤
π(φc)

ph,Y |φ(φ(r))π(φ(r))

∣∣∣ph,Y |φ(φc)− p
(2)

h,Y |φ(φc)
∣∣∣

Let quote

MLL = sup
(t,φ)∈[t0,T ]×K1

|H◦fh(t, φ)| and MLL2 = sup
(t,φ)∈[t0,T ]×K1

|H◦fh,φ(r)(t, φ)|.

These quantities exist as φ remains in the compact set K1 by defini-

tion of the proposal density and, because φ → f0(φ) is C1. According

to (A.1), there exists M such that:

∣∣∣∣(yj −H ◦ fh(tj, φ
c))

2 −
(
yj −H ◦ fh,φ(r)(tj, φ

c)
)2

∣∣∣∣

≤ (2 max |yj|+ MLL + MLL2) LHM
︸ ︷︷ ︸

≡A

‖φc − φ(r)‖Rk

︸ ︷︷ ︸
≤η by property (2)

.

Consequently we have

∣∣∣ph,Y |φ(φc)− p
(2)

h,Y |φ(φc)
∣∣∣ ≤

1

(2πσ2)J/2

(
e

1

2σ2
JAη − 1

)
.

As ph,Y |φ is continuous in φ, there exists a constant c such that

inf
φ∈K1

ph,Y |φ(φ) ≥
c

(2πσ2)J/2
.

By H1, and combining the previous inequalities, we obtain

|ρ(φ(r), φc)− ρ(2)(φ(r), φc)| ≤
b

ca

(
e

1

2σ2
JAη − 1

)
≤ Bη, (A.2)

for a η small enough. The transition kernel of the Markov chains sim-

ulated by the standard and, modified Hastings-Metropolis algorithms

are quoted K and K(2) respectively. Using the previous inequality, we

have:
∣∣∣K(φ; {φc})−K(2)(φ;{φc})

∣∣∣ =
∣∣∣ρ(φ, φc)− ρ(2)(φ, φc)

∣∣∣ q(φc|φ)

≤Bη q(φc|φ)

As a consequence, we have

sup
φ∈K1

D
(
K(φ; ·),K(2)(φ, ·)

)
≤ Bη

The result follows from the part 1 of this theorem, applied for the

Local Linearization scheme, combined with the following lemma.
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Lemma 6 Let K and K(2) be the respective transition kernels of two

Markov chains defined on a space E and let p and p(2) be their re-

spective stationary distributions. Assume that K supplies a uniformly

ergodic chain and that there exists a constant C such that

sup
φ∈E

D
(
K(φ; ·),K(2)(φ, ·)

)
≤ C.

Then, there exists a constant α such that:

D
(
p, p(2)

)
≤ αC.

This lemma directly derives from the Poisson equality:

p · f − p(2) · f = p(2)(K(2) −K) · V f

where V f(x) =
∑∞

n=0 (Knf(x)− p · f) and p · f =
∫

f(x)p(dx) for

any measurable function f .

2

B The modified Local Linearization scheme

The LL scheme is based on a local linearization of the second member of ODE

(1) with respect to time t and f . The new LL2 scheme is deduced using a

Taylor expansion of the right term with respect to t, f and φ.

B.1 Principle

Let the equation (1) be solved by the LL scheme at a given φ0. Let φ be in

a bounded neighborhood of φ0. Let the time interval [t0, T ] be divided in N
sub-intervals [tn, tn+1[, tn = t0 + nh , n = 0, . . . , N − 1, where h is the step

size of the method. On each time interval [tn, tn+1[, the linearized equation

deriving from the equation (1) at (t, φ) with t ∈ [tn, tn+1[ is:

F (f(t, φ), t, φ) ≃ F (f(tn, φ0), tn, φ0) +
dF

df
(f(tn, φ0), tn, φ0) (f(t, φ)− f(tn, φ0))

+
dF

dt
(f(tn, φ0), tn, φ0) (t− tn) +

dF

dφ
(f(tn, φ0), tn, φ0) (φ− φ0). (B.1)
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The following notations are introduced:






fn(φ) = fh(tn, φ)

Fn(φ) = F (fn(φ), tn, φ)

DFn(φ) = dF
df

(fn(φ), tn, φ)

F ′
n(φ) = dF

dt
(fn(φ), tn, φ)

Rk(X, h) =
∫ h
0 exp(uX)ukdu

DφF (φ0) = dF
dφ

(fn(φ0), tn, φ) .

The LL2 scheme is:

fn+1(φ) = fn(φ0) + Λm
n (φ0, φ, h) (B.2)

with

Λm
n (φ0, φ, h) = [hR0(DFn(φ0), h)−R1(DFn(φ0), h)] F ′

n(φ0)

+R0(DFn(φ0), h) (Fn(φ0) + DφF (φ0)(φ− φ0)) + exp(hDFn(φ0)) (fn(φ)− fn(φ0)) .

Remark 7 (1) The previous recursive formula taken at φ = φ0 is the same

as the one deriving from the LL scheme.

(2) For autonomous dynamic system, the scheme (B.2) is simplified by:

fn+1(φ) = fn(φ0) + λm
n (φ0, φ, h),

with

λm
n (φ0, φ, h) = R0(DFn(φ0), h) (Fn(φ0) + DφF (φ0)(φ− φ0))

+ exp(hDFn(φ0)) (fn(φ)− fn(φ0)) .

B.2 Convergence of the method

Biscay et al. (1996) and Ramos and Garćıa-López (1997) prove that the LL

scheme is of convergence rate h2. We extend their results to the LL2 scheme:

Lemma 8 (Error estimation) Let f be the exact solution of ODE (1) and

fh,φ0
be the appoximate solution obtained by the LL2 scheme with the step size

h, given a point φ0. Under assumptions H1
′ and H2, there exist two constants

C1 and C2, φ and φ0- independent such that for any t ∈ [t0, T ] and for any φ,

|f(t, φ)− fh,φ0
(t, φ)| ≤ max(C1h

2, C2 ‖φ− φ0‖
2

Rk).
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PROOF. The proof, essentially the same as the Ramos and Garćıa-López

(1997)’s one, is presented for d = 1 but is easily generalizable for any d.

On the interval [tn, tn+1[, 0 ≤ n ≤ N − 1, fh,φ0
is the exact solution of the

following linear equation:






∂fh,φ0
(t,φ)

∂t
= Fh,φ0

(fh,φ0
(t, φ), t, φ)

fh,φ0
(t0, φ) = f0(φ),

where Fh,φ0
is the Taylor expansion of F at point (tn, φ0) defined by the

equation (B.1). For any t in [tn, tn+1[, we have:

|f(t, φ)− fh,φ0
(t, φ)| =

∣∣∣∣
∫ t

tn

F (f(u, φ), u, φ)− Fh,φ0
(fh,φ0

(u, φ), u, φ)du + f(tn, φ)− fh,φ0
(tn, φ)

∣∣∣∣

Assuming H2, F is C2 on its domain of definition. Since Fh,φ0
is the second

order Taylor expansion of F at (tn, φ0), there exists ξ ∈ R
d × (tn, tn+1] × R

k

such that:

|F (fh,φ0
(u, φ), u, φ)− Fh,φ0

(fh,φ0
(u, φ), u, φ)| ≤

1

2

∣∣∣∣∣
∂2F

∂f 2
(ξ, φ0)(fh,φ0

(u, φ)− fh,φ0
(tn, φ0))

2

∣∣∣∣∣

+
1

2

∣∣∣∣∣
∂2F

∂t2
(ξ, φ0)(u− tn)2

∣∣∣∣∣ +
1

2

∣∣∣∣∣
∂2F

∂f∂t
(ξ, φ0)(fh,φ0

(u, φ)− fh,φ0
(tn, φ0))(u− tn)

∣∣∣∣∣

+
1

2

∣∣∣∣∣

k∑

m=1

∂2F

∂f∂φm

(ξ, φ0)(fh,φ0
(u, φ)− fh,φ0

(tn, φ0))(φm − φ0m
)

∣∣∣∣∣ +
1

2

∣∣∣∣∣

k∑

m=1

∂2F

∂t∂φm

(ξ, φ0)(u− tn)(φm − φ0m
)

∣∣∣∣∣

+
1

2

∣∣∣∣∣∣

k∑

m′,m=1

∂2F

∂φm∂φm′

(ξ, φ0)(φm − φ0m
)(φm′ − φ0m′

)

∣∣∣∣∣∣
. (B.3)

Assuming H1′ and H2, there exists a constant c independent of t and φ, which

upper-bounds every second order differential of F . Moreover, a short recursive

argument together with H1′ implies that fh,φ0
is C1 on [t0, T ] × K1. Thus,

there exist constants η and η′ such that

|fh,φ0
(u, φ)− fh,φ0

(tn, φ0)| ≤ max(η|u− tn|, η
′‖φ− φ0‖Rk)

Hence, using (B.3), there exist two constants A and A′ such that:

|F (fh,φ0
(u, φ), u, φ)− Fh,φ0

(fh,φ0
(u, φ), u, φ)| ≤ max(A|u− tn|, A

′‖φ− φ0‖Rk)2.

The F function is C2. Thus, by quoting LF its Lipschitz constant, we can

write:

|F (f(u, φ), u, φ)− F (fh,φ0
(u, φ), u, φ)| ≤ LF‖f(u, φ)− fh,φ0

(u, φ)‖
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Finally, by quoting Eφ(u) = ‖f(u, φ)−fh,φ0
(u, φ)‖, and combining the previous

inequalities, we have:

Eφ(t) ≤
∫ t

tn

LF Eφ(u)du +

∫ t

tn

max(A|u− tn|, A
′‖φ− φ0‖Rk)2du + Eφ(tn).

As |u− tn| ≤ |t− tn| ≤ h, we have:

Eφ(t) ≤
∫ t

tn

LF Eφ(u)du + max(Ah,A′‖φ− φ0‖Rk)2(t− tn) + Eφ(tn).

The expected result derives from the following lemma and similar arguments

as those presented by Ramos and Garćıa-López (1997):

Lemma 9 Let u be a positive function such that

u(t) ≤ a + b(t− t0) + c
∫ t

t0

u(s)ds

Then we have

u(t) ≤ aec(t−t0) +
b

c
(ec(t−t0) − 1).
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Fig. B.1. Individual concentrations of pharmacokinetic hydroxurea simulated for 20
patients.
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Fig. B.2. Empirical cumulative distribution functions of the km conditional distri-
bution simulated by Hastings-Metropolis using a very precise Runge-Kutta solving
scheme (plain line), a classical Runge-Kutta scheme (dotted line), or the LL and
LL2 schemes (dashed line).
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Fig. B.3. Evolution of the estimates in function of the iteration of SAEM algorithm
(with a logarithm scale for the abscis axis).
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Table B.1
Parameter estimates obtained by the SAEM and NONMEM algorithms on the
simulated dataset.

V ka km Vm var V var ka var km var Vm σ2

initial values 5.0 5.00 0.50 0.100 0.400 0.400 0.400 0.400 0.1000

simulation values 12.2 2.72 0.37 0.082 0.040 0.040 0.040 0.040 0.0100

SAEM

estimates 12.3 2.79 0.40 0.085 0.038 0.049 0.039 0.038 0.0081

SE 0.5 0.21 0.01 0.004 0.012 0.019 0.013 0.013 6.10−4

NONMEM

estimates 12.3 2.57 0.60 0.100 0.036 0.068 10−8 0.062 0.0088

SE - - - - - - - - -
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6.2 Modèles définis par équations différentielles sto-

chastiques

De nombreux systèmes différentiels ont été proposés pour décrire des processus
biologiques. Cependant, dans certains cas, les versions déterministes de ces systèmes
sont inadéquates et trop rigides par rapport aux perturbations observées dans la
réalité. La modélisation de ces perturbations peut être réalisée en introduisant une
variabilité supplémentaire directement dans le système différentiel, aboutissant ainsi
à des systèmes différentiels stochastiques. Par exemple Tan et Wu [67] ont proposé
une modélisation stochastique de la dynamique simultanée des virus et des CD4+

dans l’infection par le VIH. Ces modèles permettent en particulier de représenter
les erreurs résiduelles corrélées dans le temps, dues par exemple à une mauvaise
spécification du modèle, à des erreurs sur les temps de prélèvements, les doses, etc.

Dans cet article, nous avons donc considéré des processus de diffusion (solutions
d’équations différentielles stochastiques) observés à temps discrets avec bruit de me-
sure, et dont les paramètres de la fonction de dérive sont aléatoires. Nous avons
développé deux méthodes d’estimation, par maximum de vraisemblance (algorithme
SAEM) et par approche bayésienne (échantillonneur de Gibbs) adaptées à ces mo-
dèles. La méthode d’Euler-Maruyama est utilisée pour approximer le processus de
diffusion. Nous avons montré la convergence de ces algorithmes et borné l’erreur due
à l’approximation d’Euler-Maruyama en fonction du pas de la discrétisation.

La précision de la méthode d’estimation par maximum de vraisemblance SAEM
est illustrée par une étude sur données simulées à partir d’un modèle différentiel à
une dimension de pharmacocinétique. Étant donnée la complexité de ces modèles,
il n’était pas raisonnable d’espérer évaluer les propriétés de cet algorithme sur un
système différentiel de dimension plus élevée. L’analyse des données réelles de la
pharmacocinétique de la théophylline (médicament anti-asthmatique bronchodila-
tateur) illustre la pertinence de l’approche stochastique par rapport à l’approche
déterministe, les courbes individuelles étant mieux prédites par le modèle différen-
tiel stochastique.

Ce travail est détaillé dans un article soumis à Scandinavian Journal of Statistics.
L’extension de l’algorithme SAEM à l’estimation de systèmes différentiels sto-

chastiques suivait naturellement le travail réalisé dans la section 6.1. Cependant,
l’utilisation de tels modèles en pratique reste délicate, leur interprétation clinique
étant complexe. Des études supplémentaires sur d’autres jeux de données sont encore
nécessaires.
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Abstract

Noisy discretely observed diffusion processes with random drift function parameters are con-

sidered. Maximum likelihood and Bayesian estimation methods are extended to this model,

respectively the Stochastic Approximation EM and the Gibbs sampler algorithms. They are

based on the Euler-Maruyama approximation of the diffusion, achieved using latent auxiliary

data introduced to complete the diffusion process between each pair of measurement instants.

A tuned hybrid Gibbs algorithm based on conditional Brownian bridges simulations of the un-

observed process paths is included in these two algorithms. Their convergence is proved. Errors

induced on the likelihood and the posterior distribution by the Euler-Maruyama approximation

are bounded as a function of the step size of the approximation. Results of a pharmacokinetic

mixed model simulation study illustrate the accuracy of the maximum likelihood estimation

method. The analysis of the Theophyllin real dataset illustrates the relevance of the SDE

approach relative to the deterministic approach.

Key words: Bayesian estimation, Brownian bridge, Diffusion process, Euler-Maruyama ap-

proximation, Gibbs algorithm, Incomplete data model, Maximum likelihood estimation, Non-

linear mixed effects model, SAEM algorithm

1 Introduction

Time-dependent dynamic processes that follow the laws of finance, physics, physiology or

biology are usually described by differential systems. For example, stock price dynamics or

short-term interest rates can be described using a wide class of financial differential systems.

As another example, in biology, pharmacokinetics consists in the study of the evolution of a

drug in an organism. It is described through dynamic systems, the human body being as-

similated to a set of compartments within which the drug flows. In these contexts, diffusion

models described by stochastic differential equations (SDEs) are natural extensions to the cor-

responding deterministic models (defined by ordinary differential equations, ODEs) to account

for time-dependent or serial correlated residual errors and to handle real life variations in model

parameters occurring over time. This variability in the model parameters is most often not pre-

dictable, not fully understood or too complex to be modeled deterministically. Thus the SDEs

consider errors associated with misspecifications and approximations in the dynamic system.

The parametric estimation of such diffusion processes is a key issue. Estimation of continuously

observed diffusion processes is widely studied (see for instance Kutoyants, 1984; Prakasa Rao,

1999). However, for obvious practical purposes, real longitudinal data are always gathered
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at discrete points in time (for example stock prices collected once a day, drug concentration

measured every hour in patient blood, etc.). Within this framework, statistical inference of

discretely observed diffusion processes is a critical question for both maximum likelihood and

Bayesian approaches. When the transition probability of the diffusion process is explicitly

known, Dacunha-Castelle and Florens-Zmirou (1986) propose a consistent maximum likelihood

estimator. Classical Bayesian algorithm such as Gibbs sampling can also be directly applied in

this particular case.

However, this transition density has generally no closed form and the estimation methods have

to sidestep this difficulty. A short summary of such estimation methods is provided below (see

Prakasa Rao, 1999; Sørensen, 2004, for complete reviews). Analytical methods include those

of Bibby and Sørensen (1995), Sørensen (2000) – using estimating functions –, Poulsen (1999)

– using a numerical solution of the Kolmogorov equation – or Aït-Sahalia (2002) – based on

an analytical non-Gaussian approximation of the likelihood function. Other methods approx-

imate the transition density via simulation. They consider the unobserved paths as missing

data and introduce a set of auxiliary latent data points between every pair of observations.

Along these auxiliary latent data points, the process can be finely sampled using the Gaussian

Euler-Maruyama approximation to evaluate the likelihood function via numerical integration

as proposed by Pedersen (1995) and Elerian et al. (2001), or to evaluate the posterior distribu-

tion in a Bayesian analysis again via numerical integration, as discussed by Eraker (2001) and

Roberts and Stramer (2001). In this context and for both maximum likelihood and Bayesian

estimations, standard Markov Chain Monte-Carlo (MCMC) methods are used to sample the

process with the conditional distributions. However, the convergence rate of these estimation

methods decreases with the increase in number of latent data points. Different solutions are

proposed to overcome this difficulty: Eraker (2001) suggests the sampling of only one ele-

ment at a time, while Elerian et al. (2001) propose to sample block-wise with an importance

sampling algorithm. Roberts and Stramer (2001) take a slightly different approach as they sam-

ple transformations of the diffusion process. To sidestep the Euler-Maruyama approximation,

Beskos et al. (2005) develop an exact simulation method of the diffusion process, applicable

even without any analytical form of the transition density. This algorithm can be included in

a Monte-Carlo procedure to approximate the likelihood function for a classical estimation and

in a Gibbs algorithm for a Bayesian inference. However, this exact simulation method is only

adapted for time-homogeneous SDEs, which is frequently not the case when studying biological

dynamical systems for example. Furthermore, even under the conditions defined by Beskos

et al. (2005), this exact method requires the inclusion of accept-reject algorithms, which are

difficult to implement in the general case of non-linear SDEs and often require a large com-
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putational time. Therefore an Euler-Maruyama approximation approach is considered in this

paper.

The above-cited papers do not take into account the observation noise on the collected data,

which is non-realistic in many cases. For example in the financial context, the daily evolution

of an asset price depends on the price fluctuations within each business day. In the biological

context, endpoints such as drug concentrations are generally measured with a certain variability

due to experimental limits. To reflect this observation noise, we consider the following regression

statistical model M: the observed data y = (y1, . . . , yJ) are a realization of a random variable

Y deduced from a scalar diffusion process Z, as stated by the following equation:

Yj = Z(tj) + εj, (M)

where (εj)j=1,...,J is a sequence of i.i.d Gaussian random variables of variance σ2, representing

the measurement errors. The diffusion process Z is defined as the solution of the SDE describing

the observed dynamic process:

dZ(t) = F (Z, t, φ)dt+ γdB(t),

driven by a Brownian motion {Bt, t0 ≤ t ≤ T}, a drift function F depending on a parameter

φ and a volatility coefficient γ. If the volatility coefficient γ is null, the SDE is an ODE, the

SDE model parameter φ being evidently equivalent to the parameter of the corresponding ODE

system, and therefore being interpreted in the same way. In such models, two fundamentally

different types of noise have to be distinguished: the dynamic noise γ, reflecting the real

random fluctuations around the corresponding theoretical dynamic model, and the measurement

noise σ representing the uncorrelated part of the residual variability associated with assay,

dosing and sampling errors, for instance, in a biological context. The problem of the parameter

estimation of discretely observed diffusion processes with additive measurement noise is evoked

in few papers and is not completely solved. In the particular case of linear SDEs, the Kalman

filter (Schweppe, 1965) or the EM algorithms (Singer, 1993) can be used. When the observed

process is a Gaussian martingale, Jensen and Petersen (1999) and Gloter and Jacod (2001)

exhibit estimators and study their theoretical properties. Unfortunately, these explicit forms

of maximum likelihood estimates are limited to the linear SDEs case.

In this paper, we assume in addition that the parameter φ is a realization of a random variable

Φ distributed with a probability π depending on a parameter β. This is the case for example in

drug pharmacokinetics studies of which use will be detailed below. Basically, in order to estimate

drug pharmacokinetic parameters, the drug concentration is sampled repeatedly among several
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individuals, the parameter φ being assumed different between the subjects and thus considered

as individual non-observed random data.

The main objective of this paper is to develop methods to estimate the parameters vector θ =

(β, γ2, σ2) in the general case of non-linear SDEs. Such a method is proposed by Overgaard et al.

(2005) and Tornøe et al. (2005) in the particular case of non-linear mixed effects models. They

combine an extended Kalman filter of the diffusion process with an approximated maximum

likelihood estimation algorithm based on a linearization of the model. However, the convergence

properties of this estimation algorithm based on linearization are not proved. A different

point of view can be taken for the parameters estimation, the random quantities Z and Φ

being considered as non-observed random data. In that case, the model M belongs to the

framework of incomplete data models, for which several estimation methods are developed for

both classical and Bayesian approaches. For classical inference, the Expectation-Maximization

(EM) algorithm proposed by Dempster et al. (1977) is a broadly applied approach taking

advantage of the incomplete data model structure. When the E-step has no closed form,

Celeux and Diebolt (1985), Wei and Tanner (1990) and Delyon et al. (1999) propose different

stochastic versions of this algorithm. These methods require the simulation of the non-observed

data using Markov Chain Monte-Carlo (MCMC) algorithms, as proposed by Kuhn and Lavielle

(2004). For the Bayesian approach, tuned Gibbs algorithms are developed to estimate the

posterior distribution pθ|Y (·|y) of θ, a specified prior distribution pθ(·) for θ being given. When

the simulation under the posterior distribution cannot be done in a closed form, hybrid Gibbs

sampling algorithms are proposed in the literature, including Metropolis-Hastings procedures

(Wakefield et al., 1994; Bennet et al., 1996). To our knowledge, these estimation methods

are not yet extended to noisy discretely observed diffusion processes models considered in this

paper.

Our objective is thus to propose efficient estimation methods of the vector of parameters θ

for the model M, together with theoretical convergence results for both classical and Bayesian

inference. We consider an approximate statistical model, of which the regression term is the

Euler-Maruyama discretized approximate diffusion process of the SDE. The parameter inference

is then performed on this new model, using a stochastic version of the EM algorithm for the

classical estimation approach, or using a hybrid version of the Gibbs sampling algorithm for

the Bayesian approach.

Section 2 describes the setup of the problem which is considered in this paper, detailing the

diffusion process and its Euler-Maruyama approximation. The estimation algorithms for the

maximum likelihood and the Bayesian approaches are respectively presented in Sections 3 and 4.

These sections detail a tuned MCMC procedure supplying both theoretical and computational
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convergence properties to these algorithms. The error on the estimation induced by the Euler-

Maruyama scheme is quantified in Section 5. In Section 6, the maximum likelihood algorithm is

applied to a non-linear mixed effects model issued from pharmacokinetics. Section 7 concludes

with some discussion.

2 Data and Model

2.1 Incomplete data model defined by SDEs

Let y = (yj)j=0..J denote the vector of the observations measured at times t0 ≤ t1 ≤ . . . ≤ tJ ≤

T . We consider that y is a realization of the random variable Y defined through the following

statistical model M:

Yj = Z(tj) + εj, 0 ≤ j ≤ J

εj ∼i.i.d N (0, σ2),

dZ(t) = F (Z, t,Φ) dt+ γdB(t) , Z(t0,Φ) = Z0(Φ), (2.1)

Φ ∼ π(·, β)






(M)

where ε = (ε1, . . . , εJ) represents the measurement error, with a residual variance σ2. The

regression term is a realization of the diffusion process Z : R −→ R defined by the equation

(2.1), with B a one-dimensional Brownian motion, γ is the volatility coefficient and the function

F : R × [t0, T ] × R
d −→ R is the known measurable drift function, non-linearly depending on

the non-observed parameter Φ ∈ R
d. We assume that Φ is a random variable, distributed with

the density π, depending on the parameter β ∈ R
p. The initial condition Z0 of this process is

a deterministic known function of the random parameter Φ (this deterministic function can be

a constant).

Our objective is to propose a classical and a Bayesian estimation methods of the parameters

vector θ, where θ = (β, γ2, σ2) belongs to some open subset Θ of the Euclidean space R
p+2.

As the random parameter Φ and the random trajectory Z are not observed, this statistical

problem can be viewed as an incomplete data model. The observable vector Y is thus consider

as part of a so-called complete vector (Y, Z,Φ).

Remark 1 • This work can be extended to a statistical model with a regression function

being equal to g(Z(t)), with g a linear or non-linear function, i.e.

Yj = g(Z(tj)) + εj, 0 ≤ j ≤ J .

However, for the simplicity’s sake, we only consider the case g(Z(t)) = Z(t) in this paper.
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• The identifiability of this model is a complex problem which is beyond the scope of this

paper. However, for simple examples such as linear SDEs the parameters identifiability

can be proved.

2.2 Diffusion model

The diffusion process (2.1) is defined on a filtered probability space (Ω,F ,Ft,P). Statistical

inference makes sense only if the existence and uniqueness of a solution of the SDE (2.1) for all

Z(t0), Φ and γ is ensured. Sufficient conditions of existence and uniqueness are the following

globally Lipschitz, linear growth and boundedness conditions:

Assumption (A0):

1. For all φ ∈ R
d, for all 0 < R <∞, there exists 0 < KR <∞ such that for all t0 ≤ t ≤ T ,

for all x, x′ ∈ R with |x| ≤ R, |x′| ≤ R

|F (x, t, φ)− F (x′, t, φ)| ≤ KR|x− x′|.

2. For all φ ∈ R
d, for all 0 < T < ∞, there exists a constant 0 < CT < ∞ such that for all

t0 ≤ t ≤ T , for all x ∈ R

γ + |F (x, t, φ)| ≤ CT (1 + |x|).

Under this assumption, for any t0 < t < T , the distribution of Z(t) conditioned by the

filtration Ft− is absolutely continuous with respect to the Lebesgue measure on R (Ft− being

the filtration generated by {Z(s), s < t}). This distribution is denoted pZ|Φ(·|φ; γ2) in the

following. As a consequence, both Y and (Y, Z,Φ) have density functions, denoted respectively

pY (y; θ) and pY,Z,Φ(y, z, φ; θ) depending on the parameter θ.

2.3 Introduction of an approximate statistical model

For common SDEs, the diffusion density pZ|Φ has generally no closed form. Consequently

neither the likelihood of the observed data pY (y; θ) nor the likelihood of the complete data

pY,Z,Φ(y, z, φ; θ) have analytical forms, which further complicates the parameters estimation.

To overcome this difficulty, an approximate statistical model, based on the Euler-Maruyama

approximation of the diffusion process is introduced.

2.3.1 Euler-Maruyama approximation of the diffusion process

The Euler-Maruyama scheme is one of the simplest discrete-time approximation of a diffusion

process leading to Gaussian approximations of the transition densities. If the time intervals
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between the observation instants are too great to obtain a good approximation of the transition

density, a natural approach is to introduce a set of auxiliary latent data points between every

pair of observations, as first proposed by Pedersen (1995). Let t0 = τ0 < τ1 < . . . < τn < . . . <

τN = tJ denote the deduced discretization of the time interval [t0, tJ ]. Let us assume that, for

all j = 0 . . . J , there exists an integer nj verifying tj = τnj
, with n0 = 0 by definition. Let

(hn)1≤n≤N be the sequence of the step sizes defined as hn = τn − τn−1. Let h = max1≤n≤N hn

be the maximal step size.

Then the diffusion process denoted W and supplied by the Euler-Maruyama approximation

of the SDE is described by the following iterative scheme: for a fixed φ, W0 = Z0(φ), and for

n = 1 . . . N ,

hn = τn − τn−1 ,

Wn = Wn−1 + hn F (Wn−1, τn−1, φ) + γ
√
hn ξn ,

ξn ∼i.i.d N (0, 1).

Consequently, (wn0
, . . . , wnJ

) is an approximation of the original diffusion process at observa-

tions instants (z(t0), . . . , z(tJ)). In the following, let w = (wn)n=0···N denote a realization vector

of the process W at the discrete times (τn)n=0···N .

2.3.2 Approximate statistical model

Using this approximation of the diffusion process provided by the Euler-Maruyama scheme of

step size h, an approximate statistical model denoted model Mh is defined as:

Yj = Wnj
+ εj, 0 ≤ j ≤ J ,

εj ∼i.i.d N (0, σ2) ,

hn = τn − τn−1 ,

Wn = Wn−1 + hn F (Wn−1, τn−1,Φ) + γ
√
hn ξn , 1 ≤ n ≤ N,

ξn ∼i.i.d N (0, 1) ,

Φ ∼ π(·; β) ,






(Mh)

with W0 = Z0(Φ). On this model Mh, Y results from the partial observation of the complete

data (Y,W,Φ) where W is the process at the discrete times (τn)n=0···N .

Remark 2 In this data augmentation framework, the choice of the discretization grid (τn)0≤n≤N

is a central issue to guarantee the fast convergence of the estimation algorithms. Indeed, on the

one hand, a small step size h ensures a fine Gaussian diffusion approximation. However, on

the other hand, it increases the volume of missing data (W,Φ), which can lead to arbitrarily
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poor convergence properties of the algorithms when the missing data volume widely exceeds the

volume of actually observed data Y . Furthermore, the time intervals between two observations

can be strongly different. Therefore, for practical purposes and to prevent unbalanced volumes

of missing data, we propose to adjust the step sizes for each single time interval.

In the following, the distributions referring to the modelMh are denoted q while those referring

to the model M are denoted p. On Mh, the observation vector y is distributed with density

distribution qY (y; θ), which has no closed form because of the SDE non-linearity with respect

to φ. But by enriching the observed data with the missing data, and by the Markov property

of the diffusion process, the complete data likelihood is analytically known:

qY,W,Φ(y, w, φ; θ) = qY |W (y|w;σ2)

N∏

n=1

qW |Φ(wn|wn−1, φ; γ2) π(φ; β)

= qY |W (y|w;σ2)

N∏

n=1

d(wn; wn−1 + hn F (wn−1, τn−1, φ), γ2hn) π(φ; β),

where d(.;m, v) denotes the Gaussian density with mean m and variance v. As a consequence,

the estimation of θ can be performed on the model Mh, using a stochastic version of the EM

algorithm for a Maximum Likelihood approach or a Gibbs algorithm for a Bayesian approach.

3 Maximum Likelihood Estimation on the model Mh

In this section we propose a maximum likelihood estimation method, the vector of parameters

θ being thus estimated as the maximizing value of the likelihood qY (. ; θ).

3.1 Stochastic versions of the EM algorithm

The Expectation Maximization (EM) algorithm proposed by Dempster et al. (1977) takes

advantage of the incomplete data model structure. We consider that the observed data Y are

the partial observations of the complete data (Y,X) with X the vector of the non-observed

data. The EM algorithm is useful in situations where the direct maximization of θ → qY (. ; θ)

is more complex than the maximization of θ → Q(θ|θ′), with:

Q(θ|θ′) = EX|Y [log pY,X(y, x; θ)|y; θ′] .

The EM algorithm is an iterative procedure: at the k-th iteration, the E-step is the evaluation

of Qk(θ) = Q(θ | θk−1) while the M-step updates θk−1 by maximizing Qk(θ). For cases where

the E-step has no closed form, Delyon et al. (1999) propose the Stochastic Approximation EM
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algorithm (SAEM) replacing the E-step by a stochastic approximation of Qk(θ). The E-step is

thus divided into a simulation step (S-step) of the non-observed data x(k) with the conditional

distribution pX|Y (. |y; θk−1) and a stochastic approximation step (SA-step):

Qk(θ) = Qk−1(θ) + αk

[
log

(
pY,X(y, x(k); θk−1)

)
−Qk−1(θ)

]
,

where (αk)k∈N is a sequence of positive numbers decreasing to zero.

The distribution pX|Y (.|y; θk−1) is likely to be a complex distribution, as for the model Mh,

resulting in the impossibility of a direct simulation of the non-observed data x. For such

cases, Kuhn and Lavielle (2004) suggest a MCMC scheme by constructing a Markov chain

with an unique stationary distribution pX|Y (·|y; θk−1) at the k-th iteration. They prove the

convergence of the estimates sequence provided by this SAEM algorithm towards a maximum

of the likelihood under general conditions and in the case where pY,X belongs to a regular curved

exponential family.

3.2 Extension of the SAEM algorithm to the model Mh

In the particular case of the model Mh, the non-observed data vector is equal to X = (W,Φ).

As the simulation under the conditional distribution qW,Φ|Y can not be performed directly, the

SAEM algorithm combined with a MCMC procedure is applied to the model Mh to estimate

the model parameter θ. To ensure the convergence of the SAEM algorithm, the model Mh is

assumed to fulfill some regular conditions:

Assumption (A1):

1. π(. ; β) is such that qY,W,Φ belongs to the exponential family:

log qY,W,Φ(y, w, φ; θ) = −ψ(θ) + 〈S(y, w, φ), ν(θ)〉 ,

where ψ and ν are two functions of θ, S(y, w, φ) is known as the minimal sufficient

statistics of the complete model, taking its value in a subset S̃ of R
m and 〈·, ·〉 is the

scalar product on R
m.

2. β 7−→ π(φ; β) is of class Cm for all φ ∈ R
d.

Under the assumption (A1), the SA-step of the SAEM algorithm reduces to the approximation

of E [S(y, w, φ)|y; θ′]. The k-th iteration of the SAEM algorithm is thus

• S-Step: a realization of the non-observed data (w(k), φ(k)) is generated through the suc-

cession of M iterations of a MCMC procedure providing an uniformly ergodic Markov

chain with qW,Φ|Y (·|y; θk−1) as unique stationary distribution,
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• SA-Step: sk−1 is updated using the following stochastic approximation scheme:

sk = sk−1 + αk(S(y, w(k), φ(k))− sk−1),

• M-Step: θk−1 is updated to maximize the complete log-likelihood:

θ̂k = arg max
θ

(−ψ(θ) + 〈sk, ν(θ)〉) .

For example, the sufficient statistics corresponding to σ2 and γ2 are:

S(1)(y, w, φ) =
1

J + 1

J∑

j=0

(yj − wnj
)2,

S(2)(y, w, φ) =
1

N

N∑

n=1

(wn − hnF (wn−1, τn−1, φ))
2

hn

,

and the M-step for σ2 and γ2 at iteration k reduces to σ̂2
k = s

(1)

k and γ̂2
k = s

(2)

k . The sufficient

statistics for β depend on the distribution π(. ; β).

3.3 Convergence of the SAEM algorithm on the model Mh

Let denote Πθ the transition probability of the Markov chain generated by the MCMC algo-

rithm. Following Kuhn and Lavielle (2004), the convergence of the SAEM algorithm combined

with MCMC is ensured under the following additional assumption:

Assumption (A2):

1. The chain (w(k), φ(k))k≥0 takes its values in a compact set E of R
N × R

d.

2. For any compact subset V of Θ, there exists a real constant L such that for any (θ, θ′) in

V 2

sup
{(w,φ),(w′,φ′)}∈E

|Πθ (w′, φ′|w, φ)− Πθ′ (w
′, φ′|w, φ)| ≤ L‖θ − θ′‖Rp+2

3. The transition probability Πθ supplies an uniformly ergodic chain of which invariant

probability is the conditional distribution qW,Φ|Y (· ; θ), i.e.

∃Kθ ∈ R
+, ∃ρθ ∈]0, 1[ | ∀k ∈ N ‖Πk

θ(·|w, φ)− qW,Φ|Y (·; θ)‖TV ≤ Kθρ
k
θ

where ‖ · ‖TV is the total variation norm. Furthermore,

K = sup
θ∈Θ

Kθ <∞ and ρ = sup
θ∈Θ

ρθ < 1
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4. The function Sh is bounded on E .

Theorem 1 Let assumptions (A0-A1-A2) hold. Let qW,Φ|Y have finite moments of order 1

and 2. Let (αk) be a sequence of positive numbers decreasing to 0 such that for all k in N, αk

∈ [0, 1],
∑∞

k=1 αk = ∞ and
∑∞

k=1 α
2
k <∞.

Assuming the sequence (sk)k≥1 takes its values in a compact set, the sequence (θ̂k)k≥1 obtained

by the SAEM algorithm on the model Mh converges almost surely towards a (local) maximum

of the likelihood qY .

Proof: Assuming (A1-A2) and the existence of finite moments for qW,Φ|Y , the assumptions of

Kuhn and Lavielle (2004) are fulfilled and ensure the convergence of the estimates towards a

local maximum of the likelihood function.

Remark 3 If the compactness on (sk)k≥0 is not checked or difficult to check, the algorithm can

be stabilized using the method of dynamic bounds proposed by Chen et al. (1988) and used by

Delyon et al. (1999).

A MCMC procedure fulfilling the assumption (A2) is proposed in the following part 3.4.

3.4 Simulation of the non-observed data using a MCMC procedure

At the k-th iteration of the SAEM algorithm, given en estimate θ̂k−1, a realization of the

non-observed data (w(k), φ(k)) is generated through the succession of M iterations of a MCMC

procedure. MCMC procedures construct a Markov chain with qW,Φ|Y (.|y ; θ̂k−1) as the invariant

distribution, by proposing candidates (φc, wc) with any proposal density Q. However, sampling

all the missing data at the same time can lead to poor convergence properties. Therefore, a

hybrid Gibbs algorithm is implemented and realized successively M times, the m-th iteration

being written as:

1. generation of φ(m), using a Metropolis-Hastings (M-H) procedure with Q1 as proposal

density and such that qΦ|Y,W (. |y, w(m−1); θ̂k−1) is the invariant distribution.

2. generation of w(m), using a M-H procedure with Q2 as proposal distribution and such that

qW |Y,Φ(. |y, φ(m); θ̂k−1) is the invariant distribution.

A careful choice of the proposal densities Q1 and Q2 will help the algorithm to quickly explore

the parameters space. In the following, some proposal densities of which efficiency is proved on

numerical examples are detailed. To simplify the notation, the parameter θ̂k−1 is omitted since

this simulation is performed for a fixed θ̂k−1.
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3.4.1 Proposal distributions

1. Simulation of the candidate φc can be carried out with the prior density π which allows

an efficient exploration of the space of parameters. This leads to an independent M-

H algorithm. An alternative consists in generating a candidate in a neighborhood of

φ(m−1), φc = φ(m−1) +η with η ∼ N (0, δ) and where δ is a scaling parameter on which the

algorithm convergence depends. This results in the so-called random-walk M-H algorithm

(see for example Bennet et al., 1996).

2. A trajectory candidate wc can be generated using the Euler-Maruyama scheme which

corresponds to the prior distribution. An alternative to simulate wc consists in splitting

the vector w into two parts (wn0
, · · · , wnJ

) and waux, the former being the process observed

at times (tj)j=0···J and the latter being the process observed at the auxiliary latent times

excluding the observation times. The simulation of (wc
n0
, · · · , wc

nJ
) can be performed

with random walk distributions: wc
nj

= w
(m−1)
nj + η′ where η′ ∼ N (0, δ′) and δ′ is a

scaling parameter chosen to ensure good convergence properties. As proposed by Pedersen

(1995), the trajectory at the auxiliary times wc
aux can be generated using an unconditioned

distribution but it would have poor convergence properties. A more appropriate strategy

consists in generating a candidate wc
aux using Brownian bridges, conditioning the proposed

bridge on the events (wc
nj

)j=0···J , as suggested by Eraker (2001) or Roberts and Stramer

(2001). More precisely, for nj−1 < n < nj, wτn
is simulated with:

wc
τn

= wc
nj−1

+
wc

nj
− wc

nj−1

tj − tj−1

(τn − tj−1) +Bτn

where B is a standard Brownian bridge on [0, 1] equal to zero for t = 0 and t = 1, which

can be easily simulated.

3.4.2 Uniform ergodicity of the MCMC procedure

For checking assumption (A2-3), it is possible to verify some minoration condition or Doe-

blin’s condition for the transition probability Πθ (see Chap. 16 of Meyn and Tweedie, 1993).

Otherwise, each case has to be considered individually.

For the independent M-H algorithm, its uniform ergodicity is ensured as soon as the proposal

distribution verifies:

∃λ ∈ R
+ | ∀(w, φ) ∈ E , Q(w, φ) ≥ λqW,Φ|Y (w, φ|y),

(see Th 2.1 in Tierney (1994) for more details). The proposal distribution equal to the prior
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distribution Q(w, φ) = qW,Φ(w, φ) fulfills this condition.

Moreover, in case of a cyclic combination, the uniform ergodicity of the Markov Chain is

ensured if one of the proposal distributions satisfies a minoration condition (Prop. 3 and 4

of Tierney (1994)). Thus the introduction of the prior distribution as proposal distribution is

sufficient to ensure the uniform ergodicity of the Markov Chain.

4 Bayesian estimation of the model Mh

For a fully Bayesian treatment of the estimation problem, we shall fix prior distributions

on all unknown parameters (β, γ2, σ2). We assume that β, γ2 and σ2 have continuous prior

densities pβ(·), pγ(·), pσ(·) respectively on R
p, R and R. The Bayesian approach consists in the

evaluation of the posterior distribution pθ|Y . According to the arguments developed in Section

2, the estimation procedure is applied to the model Mh.

A simplistic approach would be to consider a basic Gibbs algorithm which simulates the non-

observed data (φ,w) and then updates the parameter θ. However, as emphasized and illustrated

by Roberts and Stramer (2001), the quadratic variation of the diffusion process satisfies, for

almost surely all observation times tj and tj+1:

lim
h→0

nj+1−1∑

n=nj

(wn+1 − wn)
2

= (tj+1 − tj)γ
2. (4.1)

Therefore, conditional on any process satisfying (4.1), the posterior distribution of the volatility

q(γ2|y, φ, w, σ2, β) ∝ qW |Φ(w|φ; γ2)pγ(γ
2) is just a point mass at γ2. Consequently this data

augmentation scheme is reducible. Roberts and Stramer (2001) propose a reparameterization

to avoid this problem and consider the following transformation:

ẇn =
wn

γ
and Ḟ (x, t, φ) =

F (γx, t, φ)

γ
.

Consequently, Bayesian inference is performed on the approximate model Ṁh deduced from

the model Mh using the same reparameterization:

Yj = γ Ẇnj
+ εj, 0 ≤ j ≤ J ,

εj ∼i.i.d N (0, σ2) ,

hn = τn − τn−1 ,

Ẇn = Ẇn−1 + hn Ḟ (Ẇn−1, τn−1,Φ) +
√
hn ξn , 1 ≤ n ≤ N,

ξn ∼i.i.d N (0, 1) ,

Φ ∼ π(·; β) .






(Ṁh)
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A Gibbs algorithm based on this reparameterization is described below. The posterior distri-

butions can be written as:

• qΦ,Ẇ |Y,θ(φ, ẇ|y, θ) ∝ qY |Ẇ (y|ẇ; γ, σ2)qẆ |Φ(ẇ|φ, γ2)p(φ; β),

• q(σ2|y, φ, ẇ, β, γ2) ∝ qY |Ẇ (y|ẇ; γ2, σ2)pσ(σ2),

• q(γ2|y, φ, ẇ, σ2, β) ∝ qY |Ẇ (y|ẇ; γ2, σ2)qẆ |Φ(ẇ|φ, γ2)pγ(γ
2),

• q(β|y, φ, ẇ, σ2, γ2) ∝ p(φ; β)pβ(β).

These conditional distributions provide the basis for the algorithm, alternating between up-

dating (φ, ẇ), β, γ2 and σ2 according to their conditional posterior distributions. Updating

β, γ2 and σ2 can be carried out using standard M-H algorithms and is not discussed in detail

here. Updating (φ, ẇ) is less straightforward and is detailed in Section 3.4 in the case of the

basic data augmentation. This procedure is easily adjustable to the reparameterization case

by using the conditional distributions detailed previously. For a practical implementation, we

recommend the paper of Roberts and Stramer (2001) which can be adapted to the model Ṁh.

The convergence of this Gibbs algorithm is proved in the following theorem:

Theorem 2 Let pθ and qθ|Y be respectively the prior and the posterior distributions of θ on the

model Mh.

Assuming the proposal distributions specified above, the hybrid Gibbs algorithm detailed previ-

ously converges and provides an ergodic Markov Chain generated with the posterior distribution

qθ|Y .

Proof: As previously detailed in Section 3.4, the ergodicity of the Markov Chain is ensured

if one of the proposal distributions of the cyclic combination fulfills a minoration condition

detailed in Tierney (1994), which is the case with the proposal distributions used to generate

(φ, ẇ).

It is well known that prior distributions must be properly defined and that their choice may

have a considerable impact on the posterior distribution evaluation. Classically, standard non-

informative prior distributions are assumed. Following Gilks et al. (1996), Gamma distributions

can be chosen for σ and γ, and a multivariate Gaussian distribution for β.
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5 Survey of the error induced by the Euler-Maruyama ap-

proximation

Both estimation methods proposed in this paper, respectively the maximum likelihood and

the Bayesian schemes, generate two distinct types of errors on the parameter estimates that

have to be controlled.

The first type of error is induced by the estimation method itself. For the maximum likelihood

approach, the estimation algorithm produces a sequence (θ̂k)k≥0 of estimates which converges

towards θ∗h, the maximum of the Mh-likelihood qY (y; ·) function. Delyon et al. (1999) prove

an asymptotic normal result of convergence of an averaged SAEM procedure. The variance

of this estimate θ̂k is classically controlled by the standard error evaluated through the Fisher

information matrix of the estimates. Kuhn and Lavielle (2004) propose to estimate this Fisher

information matrix by using the stochastic approximation procedure and the Louis’ missing

information principle (Louis, 1982). For the Bayesian approach, the equivalent of the problem

of obtaining the standard errors is to obtain estimated variances for the posterior mean E(θ|y).

Gilks et al. (1996) propose MCMC convergence diagnostics tools in their book, the simplest

and more generally used one is independent parallel simulations mixed in together. Different

variance estimates are proposed such as the effective sample size estimate or the batching

approach, that provide 95% confidence interval for E(θ|y) (see Carlin and Louis, 2000, for a

review of such methods). Because this type of error is not specific to the situation exposed in

this paper, it is not further discussed here.

A second type of error is induced on the estimates by the Euler-Maruyama scheme. Indeed, for

the reasons evoked in Section 2, the estimation algorithms are applied to the model Mh instead

of to the model M. In the maximum likelihood approach, the algorithm maximizes the Mh-

likelihood function qY instead of the M-likelihood function pY ; in the Bayesian framework,

the parameters are generated under the posterior distribution qθ|Y instead of the posterior

distribution pθ|Y .

The aim of this section is to study this second type of error induced by the Euler-Maruyama

scheme on the conditional distribution qW,Φ|Y , on the likelihood function qY and on the pos-

terior distribution qθ|Y . In Theorem 3 we propose bounds of these three errors as functions

of the maximal step size of the Euler-Maruyama scheme h. In the following, some additional

assumptions hold:

Assumption (A3):

The function F : R × [t0, T ] × R
d −→ R is infinitely differentiable in the variable space and

its partial derivatives of any order are uniformly bounded with respect to x and φ.
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Assumption (A4):

The assumption (UH) of Bally and Talay (1996) is satisfied. More precisely, let A0 and A1

denote the vector fields defined respectively by A0 = F (·)∂z and A1 = γ∂z. For multiindices

a = (a1, . . . , aℓ) ∈ {0, 1}ℓ, let the vector fields Aa
1 be defined by induction: A⊘

1 := A1 and for

j = 0 or 1 A
(a,j)
1 := [Aj

1, A
a
1] where [·, ·] denotes the Lie bracket. For L ≤ 1, let define the

quadratic form VL(ξ, η) :=
∑

|a|≤L−1 〈A
a
1(ξ), η〉

2. We assume that

VL(ξ) := 1 ∧ inf
‖η‖=1

VL(ξ, η) ≥ 0

Theorem 3 Let the assumptions (A0-A4) hold.

1. Let Z and W be the diffusion processes of the models M and Mh respectively, at the

observation times: Z = (Z(t0), · · · , Z(tJ)) and W = (W (t0), · · · ,W (tJ)).

Let pZ,Φ|Y and qW,Φ|Y be the conditional distributions on the models M and Mh respec-

tively. There exists a constant C(y) such that, for any 0 < h < H0,

∥∥pZ,Φ|Y − qW,Φ|Y

∥∥
TV

≤ C(y)h,

where ‖·‖TV denotes the total variation distance.

2. Let pY and qY be the likelihoods of the models M and Mh respectively. There exists a

constant C2(y) such that for all 0 < h < H0

sup
{θ=(β,γ2,σ2),σ2>σ2

0
,γ2>γ2

0
}

|pY (y; θ)− qY (y; θ)| ≤ C2(y)h.

3. In the Bayesian approach, let pθ denote the prior distribution. Let pθ|Y and qθ|Y be the

posterior distributions of the models M and Mh respectively. There exists a constant

C3(y) such that for all 0 < h < H0

∥∥qθ|Y − pθ|Y

∥∥
TV

≤ C3(y)h.

Theorem 3 is proved in Appendix A. These results are based on the convergence rate of the

transition densities proposed by Bally and Talay (1996).

Remark 4 Assumption (A3) requires only the derivatives of the function F to be bounded

and not F itself. Assumption (A4) is easily satisfied for linear drift functions F : F (x, t, φ) =

A(φ, t) + xB(φ, t).
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6 Theophyllin pharmacokinetic example

The maximum likelihood estimation method developed in Section 3 is applied below to a

pharmacokinetics example.

6.1 Pharmacokinetics and Non-linear mixed effects models

Pharmacokinetics (PK) studies the time course of drug substances in the organism. This

can be described through dynamic systems, the human body being assimilated to a set of

compartments within which the drug evolves with time. In general, these systems are considered

in their deterministic version. However, in a recent book on PK modeling, Krishna (2004)

claims that the fluctuations around the theoretical pharmacokinetic dynamic model may be

appropriately modeled by using SDEs rather than ODEs. Overgaard et al. (2005) suggest the

introduction of SDEs to consider serial correlated residual errors due for example to erroneous

dosing, sampling history or structural model misspecification. This new variability is distinct

from the standard measurement noise representing the experimental uncertainty such as assay

error.

Generally, several patients are followed up in a clinical trial, their drug concentration being

measured along time repeatedly. Longitudinal data are thus gathered at discrete times and

classically analyzed using non-linear mixed-effects models. Indeed, the mixed-effects models

are a means to discriminate the intra-subject variability from the inter-subject variability, the

parameter φ being a random parameter proper to each subject. The non-linear mixed-effects

model can be written as follows:

yij = Z(tij, φi) + εij

εij ∼ N (0, σ2)

φi ∼ N (µ,Ω)





(Mmix)

where yij is the observation for subject i, i = 1, . . . , I at time tij, j = 1, . . . , Ji and φi is the

vector of individual and non-observed parameters of subject i.

In a deterministic approach, the regression function Z is defined as the solution of a PK

ordinary differential system: dZ(t)/dt = F (Z(t), t, φ) with Z(t0) = Z0, each component of the

vector φ having a PK meaning. For example, a classic one compartment PK model with first

order absorption and first order elimination is described by the following dynamic equation:

Z0 = Dose and
dZ(t, φ)

dt
=
Dose ·KaKe

Cl
e−Kat −KeZ(t, φ), (6.1)

where Z is the drug concentration, Dose is the known drug oral dose received by the subject,
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Ke is the elimination rate constant, Ka is the absorption rate constant and Cl is the clearance

of the drug. A stochastic differential system can be deduced from the ODE:

dZ(t, φ) =

(
Dose ·KaKe

Cl
e−Kat −KeZ(t, φ)

)
dt+ γdBt (6.2)

where Bt is a Brownian motion and γ is the volatility coefficient of the SDE.

In its SDE version, the non-linear mixed-effects model (Mmix) is a particular case of the

model M previously presented i.e. a diffusion process is observed at discrete times with noise

measurement and its drift function parameters are random.

6.2 Simulation study

The aim of this simulation study is to illustrate the accuracy (bias and root mean square

errors) of the extended SAEM algorithm developed in Section 3.2 on a PK application.

We use the previous PK model to mimic the Theophyllin drug pharmacokinetic. To prevent

the parameters from taking unrealistic negative values, the vector φ ∈ R
3 is classically composed

of the log parameters φ = (log(Ke), log(Ka), log(Cl)). The individual parameters φ are thus

simulated with Gaussian distributionsN (µ,Ω), with µ equal to (−2.52, 0.40,−3.22) as proposed

by Pinheiro and Bates (1995). A diagonal variance-covariance matrix Ω is assumed for the

Gaussian distribution of φ. Let ω2 = (ω2
1, ω

2
2, ω

2
3) denote the vector of these variances. The inter-

subject variability is set equal for the three parameters: ω2
1 = ω2

2 = ω2
3 = 0.01, corresponding to

a variation coefficient of 10%. We set a volatility coefficient equal to γ2 = 0.2 and an additive

Gaussian measurement error σ2 = 0.1. We generate 100 datasets with I = 36 subjects and

with nine blood samples per patient (J = 8), taken at 15 minutes, 30 minutes, 1, 2, 3.5, 5, 7, 9,

12 hours after dosing. The drug oral dose (Dose) received by the subject is chosen arbitrarily

between 3 and 6 mg.

To evaluate the accuracy of the estimates of θ = (µ, ω2, γ2, σ2) produced by the SAEM algo-

rithm, the estimation of the parameters is performed on the 100 simulated datasets using the

extension of the SAEM algorithm presented in Section 3.2.

The Euler-Maruyama scheme included in the SAEM algorithm is implemented on a grid with

auxiliary latent data points introduced between each pair of observation instants as detailed

in Section 2.3.1. The number of auxiliary points has to be chosen carefully because a volume

of missing data too large can induce arbitrarily poor convergence properties of the Gibbs algo-

rithm. In this example, we divide each time interval [ti,j, ti,j+1] into 20 sub-intervals of equal

length. This choice supplies a reasonable volume of missing data, avoids unbalance between

the observation-time intervals and proves its numerical efficiency in accurately approximating
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the solution of the SDE.

The implementation of the Gibbs procedure included in the SAEM algorithm requires subtle

tuning in practice. In particular, the simulation of the diffusion process w on the auxiliary grid

is highly critical. An unconditioned trajectory simulation with q(wnj
|wnj−1

; θ) as proposed by

Pedersen (1995) provides poor numerical results in the case of this example. Indeed, a great

number of these simulated trajectories produce large jumps (wτnj
− wτnj

−1). The probability

of such trajectories being close to zero, it induces too low an acceptance rate. As suggested

by Eraker (2001) or Roberts and Stramer (2001) and detailed in Section 3.4, a conditioned

trajectory simulation through Brownian bridge distributions is preferred. Moreover, we update

the missing trajectories at once for each subject, as recommended by Elerian et al. (2001) to

avoid a high level of rejection. In this example, we obtain acceptance rates in the neighborhood

of 25%.

The implementation of the SAEM algorithm requires initial values and the choice of the

stochastic approximation sequence (αk)k≥0. The initial values of the parameters are chosen

arbitrarily and set to θ0 = (−3, 1,−3, 0.1, 0.1, 0.1, 2, 1). The step of the stochastic approxima-

tion scheme is chosen as recommended by Kuhn and Lavielle (2005): αk = 1 during the first

iterations 1 ≤ k ≤ K1, and αk = (k − K1)
−1 during the subsequent iterations. Indeed, the

initial guess θ0 might be far from the maximum likelihood value and the first iterations with

αk = 1 allow the sequence of estimates to converge to a neighborhood of the maximum likeli-

hood estimate. Subsequently, smaller step sizes during K −K1 additional iterations ensure the

almost sure convergence of the algorithm to the maximum likelihood estimate. We implement

the extended SAEM algorithm with K1 = 200 and K = 500 iterations. Figure 1 illustrates

the convergence of the parameter estimates provided by the extended SAEM algorithm as a

function of the iteration number in a logarithmic scale. During the first iterations of SAEM, the

parameter estimates fluctuate, reflecting the Markov chain construction. After 200 iterations,

the curves smooth out but still continue to converge towards a neighborhood of the likelihood

maximum. Convergence is obtained after 500 iterations.

[Figure 1 about here.]

The relative bias and relative root mean square error (RMSE) for each component of θ are

computed and presented in Table 1.

[Table 1 about here.]

The estimates of the mean parameter µ have very low bias (<5%). The variance parameters

have small bias (<9%) except γ2, this variance parameter being slightly over-estimated (13%).
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The RMSE are very satisfactory for the mean parameter (<9%). The RMSE for the variance

parameters are greater but still satisfactory (≤40%) in comparison to the small number of sub-

jects (I = 36). The RMSE of σ2 is particularly satisfactory (<20%) considering the complexity

of the variability model.

In conclusion, even if this simulation study is performed on a complex model, the convergence

of the extended SAEM algorithm towards the maximum likelihood neighborhood is computa-

tionally efficient. In addition despite the fact that the number of subjects is small, the extended

SAEM algorithm all in all supplies accurate estimations of the parameters. Furthermore, the

accuracy is comparable to that obtained with the classic SAEM algorithm for an ODE version

of a mixed model (Mmix) i.e. for a model with one less variability level.

6.3 A real data example

The extended SAEM algorithm is used to estimate the PK parameters of the Theophyllin

drug PK real dataset. This new analysis of the Theophyllin dataset aims at illustrating the

advantage of the SDE approach over the ODE approach.

In this clinical trial, twelve subjects received a single oral dose of 3 to 6 mg of Theophyllin.

Ten blood samples were taken 15 minutes, 30 minutes, 1, 2, 3.5, 5, 7, 9, 12 and 24 hours after

dosing. The individual data are displayed in Figure 2.

[Figure 2 about here.]

The Theophyllin PK is classically described by the one compartment model with first order

absorption and first order elimination presented previously. We fit the Theophyllin data with

the regression term successively defined as the solution (6.1) and then as that of the SDE (6.2).

In the ODE approach, the differential equation (6.1) has an explicit solution. Thus, the pa-

rameters estimates are obtained using the SAEM algorithm combined with a MCMC procedure

proposed by Kuhn and Lavielle (2004). The individual concentration profiles are predicted by

Ẑij = Z(tij, φ̂i) for all i and j where Z is the solution of (6.1) and φ̂i is the posterior mean

evaluated during the last iterations of the SAEM algorithm. In the SDE approach, the same

implementation of the extended SAEM algorithm as the one detailed for the simulation study

is used. The individual concentration predictions E(Z(tij, φi)|yi; θ̂) for all i and j are evaluated

by Ẑij = 1/100
∑K

k=K−99 Z
(k)(tij, φ

(k)

i ) where Z(k)(tij, φ
(k)

i ) is simulated under the conditional

distribution qW,Φ|Y ( . |yi; θ̂) during the 100 last iterations of the extended SAEM algorithm.

The ODE and SDE predictions are overlaid on the data in Figure 3 for six typical subjects.

Both ODE and SDE predicted curves for the other six subjects are satisfactory and thus not

presented here.
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[Figure 3 about here.]

For these six subjects, the ODE predicted curves miss some of the observed data, particularly

the last one or the initial concentration peak. The SDE predicted curves improve almost all of

these individual profiles.

In conclusion, in this real dataset case study, the individual predictions supplied by the SDE

model fit the data better than those obtained by the ODE model. Consequently, in this case,

the SDE approach has to be preferred to the ODE approach.

7 Discussion

This paper proposes estimation methods for models defined by a discretely observed diffusion

process including additive measurement noise and with random drift function parameters. To

that end, an approximate model Mh is introduced, of which the regression term is evaluated

using a Gaussian Euler-Maruyama approximation of maximal step size h. A Gibbs sampler

based on the reparameterization of the model suggested by Roberts and Stramer (2001) in

the Bayesian framework and the SAEM algorithm in the Maximum Likelihood approach are

extended to this model. These two estimation algorithms require the simulation of the missing

data (w, φ) with the conditional distribution qW,Φ|Y . The choice of the proposal distributions

governs the convergence properties of the algorithm and thus is a key issue. A tuned MCMC

procedure to perform this simulation is thus proposed, combining a hybrid Gibbs algorithm

with independent or random walk Metropolis-Hastings schemes.

Moreover, the error induced by the Euler-Maruyama Gaussian approximation of the diffusion

process on the conditional distribution, the likelihood and the posterior distribution of the

model Mh are controlled by the step size h of the numerical scheme. This error is distinct from

the error on the estimates induced by the estimation algorithms.

In the maximum likelihood approach, the stochastic version of the EM algorithm SAEM

proposed by Kuhn and Lavielle (2004) is preferred to the Monte-Carlo EM (MCEM) developed

by Wei and Tanner (1990) or Wu (2004) because of its computational properties. Indeed, SAEM

requires the generation of only one realization of the non-observed data at each iteration. In a

context where the missing data have to be simulated by a MCMC method, decreasing the size

of these missing data is a key issue to ensure acceptable computational times.

The accuracy of the extended SAEM algorithm is illustrated on a pharmacokinetic simulation

study using a non-linear mixed effect model defined by SDEs. The relevance of the SDEs

approach with respect to the deterministic one is exemplified on a real dataset.

The estimation of such models is mentioned in few papers and is not completely solved. In
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the general case of non-linear SDE, the only method proposed is exclusively adapted to the

particular case of mixed models and for a maximum likelihood approach (Overgaard et al.,

2005). Furthermore, this method relies on the linearization of the model and its convergence

is not established. In this paper, we propose estimation methods not only for classic but also

Bayesian inference that are adapted to more general missing data models. In addition, the

convergence of the proposed algorithms is demonstrated.
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A Proof of theorem 3

1. The aim is to bound

∥∥pZ,Φ|Y − qW,Φ|Y

∥∥
TV

=

∫ ∣∣pZ,Φ|Y (x, φ|y; θ)− qW,Φ|Y (x, φ|y; θ)
∣∣ dxdφ,

Using the fact that the conditional distributions pY |Z(x;σ2) and qY |W (x;σ2) are equal,

the Bayes theorem application provides:

∣∣pZ,Φ|Y (x, φ|y; θ)− qW,Φ|Y (x, φ|y; θ)
∣∣ ≤

pY |Z(x;σ2)π(φ; β)

pY (y; θ)

[∣∣pZ|Φ(x|φ; γ2)− qW |Φ(x|φ; γ2)
∣∣ +

qW |Φ(x|φ; γ2)

qY (y; θ)
|pY (y; θ)− qY (y; θ)|

]

As a consequence, the total variation distance is bounded by:

∥∥pZ,Φ|Y − qW,Φ|Y

∥∥
TV

≤

∫
pY |Z(x;σ2)π(φ; β)dxdφ

pY (y; θ)

[
sup
x,φ

∣∣pZ|Φ(x|φ; γ2)− qW |Φ(x|φ; γ2)
∣∣

+
|pY (y; θ)− qY (y; θ)|

qY (y; θ)
sup
x,φ

qW |Φ(x|φ; γ2)

]
(A.1)

(a) The quantity supx,φ

∣∣pZ|Φ(x|φ; γ2)− qW |Φ(x|φ; γ2)
∣∣ is bounded using a result demon-

strated by Bally and Talay (1995). This result, based on the Malliavin Calculus,

controls the density convergence rate in the case of the Euler-Maruyama scheme.

• By the assumption (A3) and because the volatility function is constant, the

Hörmander’s condition detailed in Bally and Talay (1995) is verified. Thus,

there exists a constant C(φ, γ2, tj − tj−1) independent of h, xj and xj−1 such

that

|pZ|Φ

(
xj|xj−1, φ; γ2

)
− qW |Φ

(
xj|xj−1, φ; γ2

)
| ≤ C(φ, γ2, tj − tj−1)h.

The constant depends on the bounds of the derivatives of the drift function,

independent of φ under assumption (A3). Besides, if γ2 is contained in [γ0,Γ0],

there exists C1 independent of γ2 such that, for all j = 1 · · · J ,

|pZ|Φ

(
xj|xj−1, φ; γ2

)
− qW |Φ

(
xj|xj−1, φ; γ2

)
| ≤ C1h (A.2)
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• Under the assumption (A4) and using a result of Kusuoka and Stroock (1985)

based on the Malliavin calculus (corollary 3.25), for all j = 1 · · · J , there exists

a constant C2(φ, γ
2, tj − tj−1) such that

pZ|Φ

(
xj|xj−1, φ; γ2

)
≤ C2(φ, γ

2, tj − tj−1)

By the same arguments as before, this constant is bounded independently of φ

and γ2. Hence, there exists C2 such that, for all j = 1 · · · J ,

pZ|Φ

(
xj|xj−1, φ; γ2

)
≤ C2 (A.3)

• In addition, we can write:

|qW |Φ

(
xj|xj−1, φ; γ2

)
|

≤ |qW |Φ

(
xj|xj−1, φ; γ2

)
− pZ|Φ

(
xj|xj−1, φ; γ2

)
|+ |pZ|Φ

(
xj|xj−1, φ; γ2

)
|

≤ hC1 + C2. (A.4)

• Finally, the Markov property provides:

∣∣pZ|Φ(x|φ; γ2)− qW |Φ(x|φ; γ2)
∣∣ =

∣∣∣∣∣

J∏

j=1

pZ|Φ

(
xj|xj−1, φ; γ2

)
−

J∏

j=1

qW |Φ

(
xj|xj−1, φ; γ2

)
∣∣∣∣∣

(A.5)

for any j = 1 · · · J . So, by combining the (A.5), (A.2), (A.3) and (A.4), there

exists a bound C3 independent of h, j and γ2 such that

sup
x,φ

∣∣pZ|Φ(x|φ; γ2)− qW |Φ(x|φ; γ2)
∣∣ ≤ C3h (A.6)

(b) By the Markov decomposition of the probability qW |Φ(x|φ; γ2), and using the in-

equality (A.4), there exists C4 such that

sup
x,φ

qW |Φ(x|φ; γ2) ≤ C4 (A.7)

By integration and using the inequality (A.6), we have:

|pY (y; θ)− qY (y; θ)| ≤ C3h

∫
pY |Z(x;σ2)π(φ; β)dxdφ = C3h (A.8)
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(c) The quantity qW |Φ(x|φ; γ2) can be down-bounded. Indeed,

qY (y; θ) ≥ pY (y; θ)− |pY (y; θ)− qY (y; θ)|

≥ pY (y; θ)− C3h following the inequality (A.8)

≥ pY (y; θ)− C3H0 for h < H0 and H0 small enough.

Hence there exists C5(y) such that

qY (y; θ) ≥ C5(y) (A.9)

(d) Finally, the inequalities (A.1) , (A.7), (A.8) and (A.9) provide the final result:

∥∥pZ,Φ|Y − qW,Φ|Y

∥∥
TV

≤
1

pY (y; θ)

[
C3h+

C3h

C5(y)
C4

]

�

2. The proof of the part 2 of Theorem 3 directly derives from (A.8).

3. By Bayes theorem, we have:

pθ|Y (θ|y) =
py|θ(y|θ)p(θ)

pY (y)

where pY (y) =
∫
py|θ(y|θ)p(θ)dθ. From (A.8), there exists a constant C3, independent of

θ such that |py|θ(y|θ)− qY |θ(y|θ)| ≤ hC3. Consequently |pY (y)− qY (y)| ≤ C3 h and

|pθ|Y (θ|y)− qθ|Y (θ|y)| ≤
p(θ)

pY (y)

∣∣∣∣|py|θ(y|θ)− qY |θ(y|θ)|+
qY |θ(y)

qY (y)
|qY (y)− pY (y)|

∣∣∣∣

≤
C3h

pY (y)
p(θ)

∣∣∣∣1 +
qY |θ(y|θ)

pY (y)

∣∣∣∣ = C6(y) h
[
p(θ) + qθ|Y (θ|y)

]
.

The final result can be directly deduced:

∥∥qθ|Y − pθ|Y

∥∥
TV

=

∫
|pθ|Y (θ|y)− qθ|Y (θ|y)|dθ

≤ C6(y) h

∫
(p(θ) + qθ|Y (θ|y))dθ ≤ 2 C6(y) h

�
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Figure 1: Evolution of the SAEM parameter estimates function of the iteration number in a
logarithmic scale
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Figure 2: Individual concentrations for the pharmacokinetics of Theophyllin for 12 subjects.
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Figure 3: Six individual concentration cruves predictec by SAEM with the ODE approach (dot-
ted line) and the SDE approach (plain line) overlaid on the data points for the pharmacokinetic
of Theophyllin
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Table 1: Relative bias (%) and relative root mean square error (RMSE) (%) of the estimated
parameters evaluated by the SAEM algorithm from 100 simulated trials with I = 36 subjects.

Parameters Bias (%) RMSE (%)
log Ke 0.42 -3.19
log Ka 4.14 8.95
log Cl -0.23 -2.27
ω2

1 3.83 40.03
ω2

2 8.49 36.76
ω2

3 -8.81 37.52
γ2 13.02 21.31
σ2 -4.44 18.79
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Chapitre 7

Analyse de la dynamique du VIH
dans l’essai cophar ii-anrs 111

Muni d’un outil adapté à l’estimation des paramètres d’un modèle mixte défini
par un système différentiel, nous nous sommes ensuite intéressés à la modélisation
conjointe de la décroissance de la charge virale du VIH et de la croissance des
lymphocytes CD4+ sous traitement anti-rétroviral, modélisation s’appuyant sur un
système différentiel décrivant le processus d’infection par le virus. De nombreux
systèmes différentiels ont été présentés depuis une dizaine d’années, l’un des premiers
modèles ayant été proposé par Perelson et al. [2].

Ainsi avant toute initiation d’un traitement anti-rétroviral, chaque virus peut
pénétrer dans une cellule immunitaire lymphocyte CD4+ avec un taux γ. Le lym-
phocyte devient alors infecté et capable de produire de nouveaux virus à une fré-
quence Π. Soient TNI et TI les concentrations de lymphocytes CD4+ non-infectés et
infectés respectivement et soit V la concentration du virus dans le plasma. Sous ces
hypothèses, le système différentiel décrivant la dynamique virale avant traitement
s’écrit

dTNI
dt

= λ− γTNIV − µTNITNI

dTI
dt

= γTNIV − µTITI

dV

dt
= ΠTI − µV V

où λ est le taux de production de CD4+, et µTNI , µTI et µV sont respectivement les
taux de mort des CD4+ non infectés, infectés, et des virus.

La prise en charge thérapeutique de l’infection par le VIH implique actuellement
la combinaison d’au moins trois médicaments, en général un inhibiteur de protéase
et deux inhibiteurs de la transcriptase inverse. L’inhibiteur de protéase (protease
inhibitor PI) permet d’éviter la production de nouveaux virus, ou plus exactement,
les nouveaux virus créés ne sont pas infectieux. On introduit alors une nouvelle
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catégorie de virus dans le système dynamique, dont la concentration est notée VNI ,
la concentration des virus infectants étant notée VI . Le système différentiel s’écrit
alors :

dTNI
dt

= λ− γTNIVI − µTNITNI

dTI
dt

= γTNIVI − µTITI

dVI
dt

= (1− ηPI)ΠTI − µV VI

dVNI
dt

= ηPIΠTI − µV VNI

où ηPI est un nombre compris entre 0 et 1 représentant l’efficacité de l’inhibiteur
de protéase. Perelson et al. [2] font l’hypothèse que l’IP est 100% efficace, c’est-à-
dire que ηPI = 1. En supposant que la concentration de CD4+ non-infectés reste
constante (c’est-à-dire que le taux de production λ évolue en fonction de la concen-
tration instantanée), ils montrent que la concentration de virus V = VI + VNI a une
solution analytique du type bi-exponentielle. Cependant, leurs hypothèses simplifi-
catrices ne sont pas du tout satisfaisantes ni réalistes.

L’introduction d’un inhibiteur de la transcriptase inverse (reverse transcriptase
inhibitor RTI) a pour action de bloquer la production d’ADN pro-viral par un virus
au sein d’un lymphocyte CD4+. On introduit alors un paramètre compris entre 0 et
1 représentant l’efficacité de ce médicament ηRTI :

dTNI
dt

= λ− (1− ηRTI)γTNIVI − µTNITNI

dTI
dt

= (1− ηRTI)γTNIVI − µTITI

dVI
dt

= (1− ηPI)ΠTI − µV VI

dVNI
dt

= ηPIΠTI − µV VNI

Différentes extensions de ce modèle ont ensuite été proposées. Certains systèmes
intègrent une nouvelle catégorie de lymphocytes CD4+ dit quiescents ou latents. Ces
CD4+ quiescents, dont la concentration est notée TQ, peuvent redevenir actifs avec
un taux α et se désactiver avec un taux r. Deux hypothèses s’affrontent. L’hypothèse
la plus communément acceptée est celle d’un réservoir de lymphocytes non-infectés,
et qui ne peuvent pas être infectés ni produire de virus tant qu’ils n’ont pas été
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réactivés [68]. Cette hypothèse aboutit au système différentiel suivant :

dTQ
dt

= λ+ rTNI − αTQ − µQTQ

dTNI
dt

= αTQ − (1− ηRTI)γTNIVI − rTNI − µTNITNI

dTI
dt

= (1− ηRTI)γTNIVI − µTITI (7.1)

dVI
dt

= (1− ηPI)ΠTI − µV VI

dVNI
dt

= ηPIΠTI − µV VNI .

La seconde hypothèse, très controversée, repose sur un travail de Finzi et al.
[69] qui montrent que dans le réservoir de CD4+ latents, une partie des CD4+ sont
des cellules infectées par le virus, mais ne produisant pas de nouveaux virus, l’ADN
obtenu par rétrotranscription de l’ARN viral n’étant ni lu ni transcrit par le CD4+.
Lorsque ces CD4+ sont ré-activés, l’ADN obtenu par rétrotranscription de l’ARN
viral est lu, conduisant à la production de nouveaux virus. Cette hypothèse aboutit
alors au système différentiel suivant proposé par Di Mascio et al [70] :

dTQNI
dt

= λ+ rNITNI − αNITQNI − µQNITQNI

dTNI
dt

= −(1− ηRTI)γTNIVI − rNITNI + αNITQNI − µTNITNI

dTQI
dt

= rITI − αITQI − µQITQI

dTI
dt

= (1− ηRTI)γTNIVI + αITQI − rITI − µTITI

dVI
dt

= (1− ηPI)ΠTI − µV VI

dVNI
dt

= ηPIΠTI − µV VNI .

où rNI , rI , αNI et αI , TQNI et TQI sont respectivement les taux d’activation et de
désactivation et les concentrations de CD4+ quiescents non-infectés et infectés. Ce
système est extrêmement complexe, et très difficile à résoudre numériquement. Des
hypothèses simplificatrices comme celles de Perelson et al. [2] sont alors proposées
par les auteurs, permettant à nouveau d’approcher la solution de la concentration
de virus V = VI + VNI par des sommes de trois ou quatre exponentielles. L’intérêt
d’introduire cette nouvelle catégorie de lymphocytes CD4+ est alors discutable.

Dans la suite de ce travail, nous nous sommes intéressés au système (7.1), qui est
résolvable numériquement, mais nécessite des méthodes de résolution numériques
performantes, puisqu’il est complexe et stiff (une équation différentielle est appelée
stiff si toute méthode de résolution numérique explicite échoue à la résoudre). Il
faut alors avoir recours à des méthodes de résolution implicite et à plusieurs étapes.
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D’autres extensions de ces modèles ont été proposées, en particulier prenant en
compte des effets des médicaments dépendant du temps. Huang et al. [71], Wu et
al. [72] ont proposé d’intégrer la pharmacocinétique de l’inhibiteur de protéase et de
l’inhibiteur de la transcriptase inverse dans ce modèle différentiel. Les paramètres
d’efficacité sont alors des fonctions dépendantes du temps décrites par un modèle
pharmacodynamique du type Emax :

ηIP (t) =
CPI(t)

C50,P I + CPI(t)

ηRTI(t) =
CRTI(t)

C50,RTI + CRTI(t)

où CPI et CRTI sont les concentrations de l’inhibiteur de protéase et de l’inhibiteur de
la transcriptase inverse respectivement. Ceci requiert la modélisation préalable de la
pharmacocinétique des médicaments, et leur intégration dans le système différentiel.

Nous avons analysé les données des patients infectés par le VIH et recevant une
multi-thérapie contenant l’inhibiteur de protéase lopinavir, et suivis dans le cadre
de l’essai cophar ii-anrs 111. Le but de ce travail était d’estimer les paramètres
dynamiques du système (7.1) à partir de la modélisation de l’évolution conjointe
de la charge virale et du nombre de CD4+. En particulier, l’objectif était d’évaluer
l’efficacité du lopinavir (paramètre ηPI du système différentiel) et sa variabilité dans
cette population de patients répondant au traitement.

Nous avons utilisé l’algorithme SAEM et les différentes extensions de cet al-
gorithme réalisées au cours de cette thèse pour résoudre de façon satisfaisante ce
problème, à savoir une estimation par maximum de vraisemblance de l’ensemble des
paramètres d’un système d’équations différentielles décrivant l’évolution conjointe
de la charge virale et du nombre de CD4+, et prenant en compte la censure des me-
sures de charges virales. Le schéma de linéarisation locale de résolution numérique
développé au chapitre 6.1 a été nécessaire pour parvenir à la convergence numérique
de l’algorithme d’estimation SAEM.

Ce travail fait l’objet d’un article en préparation pour Antiviral Therapy.
L’effet des différentes covariables (age, sexe, concentration résiduelle de l’inhi-

biteur de protéase, échelle d’adhérence au traitement, etc) sur l’efficacité des trai-
tements pourra être testée ultérieurement à partir des estimations a posteriori des
paramètres dynamiques individuels du modèle. Cette étude sur les covariables n’a
pas encore été réalisée.
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Abstra
tA long-term HIV dynami
 model was proposed to estimate dynami
 parameters from patientstreated by a HAART 
ontaining the protease inhibitor lopinavir in the 
ophar ii-anrs 111 trial.These patients were protease inhibitor-naive and followed up during 48 weeks. HIV dynami
 param-eters were estimated by �tting the model to both the viral load and the CD4+ 
on
entration data.A large inter-patient variability was observed in estimated dynami
 parameters. We estimated thee�
a
y of the protease inhibitor for ea
h patient. The simultaneous modeling of the viral loadde
rease and the CD4+ in
rease enabled to di�erentiate individual dynami
 trends that 
ould notbe distinguished when modeling only the viral load de
rease. These results suggested that viraldynami
 parameters may play an important role in determining and predi
ting treatment long termsu

ess. The proposed mathemati
al model and statisti
al te
hniques 
ould be used to simulateand predi
t antiviral response for individual patients.
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Introdu
tionOne of the main 
onsequen
es of the infe
tion by the human immunode�
ien
y virus (HIV)is the depletion in CD4+ T 
ells. Be
ause of their 
entral role in the immune regulation, theirdepletion 
an have widespread deleterious e�e
ts on the fun
tioning of the immune system asa whole. Over the past de
ade, a number of mathemati
al models have been developed to de-s
ribe the immune system, the population dynami
s of the virus and its intera
tion with thehuman 
ells [Perelson et al., 1996, Perelson et al., 1997, Nowak and Bangham, 1996℄. Re
ent re-views of these models 
an be found in arti
les by [Perelson and Nelson, 1997, Nowak and May, 2000,Callaway and Perelson, 2002, Perelson, 2002℄.Two types of antiviral drugs are 
ommonly used in standard anti-HIV treatment. The �rstare protease inhibitors (PIs). They inhibit the 
leavage of long pre
ursor proteins into smallerfun
tional units. They do not inhibit the formation of viral parti
les, but they dramati
ally de
reasethe infe
tious 
apa
ity of a large fra
tion of viral parti
les, and therefore disable the virus ability toprodu
e any o�spring. The se
ond 
lass of antiviral drugs 
onsidered in anti-retroviral therapy isreverse trans
riptase inhibitors (RTIs). They inhibit the trans
ription of the viral RNA into double-stranded DNA, that 
an then be integrated into the DNA of the host-
ell. The spe
i�
 e�e
ts ofthese two 
lasses of anti-retroviral drugs have also been in
orporated into these models.The estimation of the parameters of these di�erential systems from HIV data is 
ru
ial tobetter understand the viral dynami
 on a long term. Parti
ularly, antiviral response varying ex-tensively among patients, the estimation of individual dynami
 parameters enables to individualizeanti-retroviral treatments. The estimation of these individual dynami
 parameters is therefore piv-otal to improve the disease management. The obje
tive of this paper is to estimate su
h parametersfor patients treated by a multi-therapy 
ontaining the lopinavir protease inhibitor.In this 
ontext, mixed models are able to distinguish two sour
es of variabilities: the vari-ability between the individuals 
alled inter -patient and the residual variability. Furthermore thesemodels are adapted to sparse design, i.e when few observations are available per subje
t, whi
h isfrequent in HIV studies. The prin
iple of mixed e�e
ts models is to evaluate the distribution ofthe dynami
 model parameters among the whole population by 
onsidering the statisti
al modelindividual parameters as random variables (
alled random e�e
ts) 
entered around a mean value(�xed e�e
ts). Thus a mean population 
urve 
an be dedu
ed, re�e
ting the average evolution ofthe dynami
 pro
ess observed among patients. Individual 
urves are also predi
ted for ea
h patientre�e
ting its own me
hanism a

ording to its 
ovariables.Several HIV dynami
 studies used these mixed models to analyze the HIV viral dynami
[Wu et al., 1998, Fitzgerald et al., 2002, Putter et al., 2002, Wu and Zhang, 2002, Wu, 2004℄. How-2
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ever, most of them have only 
onsidered the viral load de
rease under unrealisti
 assumptions:
onstant 
on
entration of CD4+ and/or total drug e�
ien
y [Wu et al., 1998, Ding and Wu, 2001,Fitzgerald et al., 2002℄. A �rst assumption proposed by [Perelson et al., 1996, Wu et al., 1998℄ is to
onsider a short time period and thus assume that the 
on
entration of non-infe
ted CD4+ 
ells is a
onstant. In this 
ase, the di�erential system be
omes linear with an analyti
al solution. Aiming atstudying both the viral load de
rease and the CD4+ in
rease, this hypothesis of a 
onstant CD4+
on
entration is unrealisti
. In su
h 
ases this di�erential system remains non-linear, and has nolonger any analyti
al solution. A se
ond unrealisti
 assumption often made is that the initiatedtherapy inhibits any new infe
tion. Under that assumption, the system 
an be solved expli
itlyas proposed by [Wu et al., 1998, Putter et al., 2002℄. [Putter et al., 2002℄ proposed a �rst simul-taneous estimation of the viral load and CD4+ dynami
 based on a di�erential system under thisunrealisti
 assumption. Therefore, they only fo
used on the �rst two weeks of the dynami
 afterinitiation of an anti-retroviral treatment. But if a perfe
t e�e
t of protease inhibitor is not pre-supposed, the system 
an no longer be solved analyti
ally. Re
ently, [Wu et al., 2005℄ estimatedonly the viral load (i.e. the CD4+ were not taken into a

ount) with a dynami
 system des
rib-ing the long-term HIV dynami
s and 
onsidering drug poten
y, drug exposure/adheren
e and drugresistan
e during 
hroni
 treatment of HIV-1 infe
ted patients. However, they did also 
onsider asimpli�ed model. They did neither 
onsider separately the 
ompartments of HIV-produ
ing infe
ted
ells nor latent 
ells and not de
ompose the virus 
ompartment into infe
tious and noninfe
tiousvirions as proposed by [Perelson et al., 1996, Perelson et al., 1997℄.An additional di�
ulty in su
h statisti
al analysis is that viral load measurements are sub-je
t to left 
ensoring, as the experimental devi
es are not able to measure low-level of viral loadwith su�
ient a

ura
y. Therefore, when viral load are below a given limit, namely the limit ofquanti�
ation (LOQ), the exa
t value of the viral load is unknown. This limit is generally between20 and 400 
opies/ml. Besides, the proportion of subje
ts with viral load below LOQ has in
reasedsin
e highly a
tive anti-retroviral treatments have been introdu
ed. Working with su
h left-
ensoreddata further 
ompli
ates the study of longitudinal viral load data. [Thiebaut et al., 2005℄ jointlymodeled the CD4+ and the viral load dynami
 handling the 
ensored viral load data. They alsoin
luded the potential informative dropout with a survival model. However, they used a bivariatelinear model, whi
h is an analyti
al solution of a simpli�ed di�erential system. [Wu et al., 2005℄ didnot take into a

ount the left-
ensored viral load data, whereas it is well known that this 
ensoringmay indu
e biased parameter estimates. At the 
ontrary, [Putter et al., 2002℄ took into a

ount theleft-
ensored viral load data in the statisti
al analysis.The obje
tive of this analysis was to estimate HIV dynami
 parameters from PI-naive HIV-infe
ted patients beginning a highly a
tive anti-retroviral treatment (HAART) 
ontaining the lopinavir3
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protease inhibitor. The aim was also to estimate the HIV dynami
 parameters variabilities amongthese patients, parti
ularly the variability of the lopinavir e�e
t, in order to better understand thevariety of dynami
 viral responses and to be able to predi
t viral dynami
 trend for ea
h patient.These patients were followed-up during 48 weeks in the AIDS 
lini
al trial 
ophar ii-anrs 111 de-veloped by the Fren
h Agen
e Nationale de Re
her
he 
ontre le Sida (anrs). We proposed to use along-term dynami
 system in
luding latent T 
ells and noninfe
tious virus. Indeed this model is moreappropriate and 
loser to the reality than those used by [Putter et al., 2002℄ or [Wu et al., 2005℄.We also proposed to analyze simultaneously the HIV viral load de
rease and the CD4+ in
rease.We used in this analysis a new Sto
hasti
 Approximation Expe
tation Maximization algorithm,proposed by [Delyon et al., 1999℄ to estimate the physiologi
al dynami
 parameters by maximizingthe likelihood of this mixed model.Materials and methodsStudy patients
ophar ii-anrs 111 was a prospe
tive, multi
enter, 48-week open study whi
h was 
ondu
tedin HIV-infe
ted patients naive from any protease inhibitor (PI) treatment. They re
eived onePI among three (indinavir, lopinavir or nel�navir) and a double nu
leoside reverse trans
riptaseinhibitor 
ombination with open 
hoi
e. The main aim of the 
ophar ii-anrs 111 study was toevaluate the feasibility and the e�
a
y of Therapeuti
 Drug Monitoring (TDM) of the three PIto improve antiviral e�
a
y and toleran
e of PI-
ontaining Highly A
tive Antiretroviral Treatment(HAART) and to warrant virologi
al su

ess and safety of HAART.All study sites were approved to perform the study by institutional review boards, and allsubje
ts gave their written informed 
onsent before their parti
ipation. Eligible subje
ts wereHIV-1 infe
ted individuals older than 18 years with a plasma HIV-1 RNA 
on
entration above1000 
opies/ml within the 4-6 weeks before their entry, no prior use of any PI-
ontaining therapy.Pregnant women, patients with HIV a
ute infe
tion, and those with 
hroni
 diarrhoea, diabetesmellitus, renal or liver or 
ardia
 diseases or a history of nephrolithiasis were ex
luded. Eligiblepatients were assigned to re
eive a PI-
ontaining antiviral therapy among the following 
ombination:a double nu
leoside reverse trans
riptase inhibitor 
ombination with open 
hoi
e and a PI 
hosenamong one of the following: lopinavir, indinavir or nel�navir. We only 
onsidered in this paperpatients re
eiving lopinavir administered with ritonavir PI as follows: 400 mg of lopinavir and100 mg of ritonavir twi
e daily. The strategy of TDM pro
eeded as follows: if the trough plasma
on
entration was out of the adequate prede�ned range (2500-7000 ng/mL for lopinavir), the PIdoses were adjusted by in
rements of one pill bid: 133/33 mg for lopinavir/ritonavir.Study visits o

urred at s
reening, at in
lusion (W0) and at weeks 2, 4, 8, 16, 24 and 484
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following initiation of treatment. Plasma HIV RNA dosing was performed at visits W0, W2, W8,W16, W24 and W48. Standard biologi
al exams, in
luding CD4+ 
ell 
ounts, were performed atall but the se
ond week visit.HIV dynami
s modelingWe distinguished quies
ent CD4+ T 
ells, TQ, target or a
tivated non-infe
ted T 
ells, TNI ,produ
tively infe
ted T 
ells, TI , and virus parti
les, V . In our model, only a
tivated CD4+ T
ells are assumed to may be
ome infe
ted by HIV, and quies
ent 
ells are assumed to be resistantto infe
tion [Stilianakis et al., 1997, De Boer and Perelson, 1998℄. Quies
ent CD4+ T-
ells TQ aregenerated through the hematopoieti
 di�erentiation pro
ess at a 
onstant rate λ. In adults, asthe CD4+ T 
ell 
ompartment is largely maintained by self-renewal [Stilianakis et al., 1997℄, thedynami
 model allows the quies
ent CD4+ T 
ells to be
ome a
tivated at a low 
onstant rate α.Quies
ent CD4+ T 
ells are assumed to die at a rate µQ, and to appear by the dea
tivation ofa
tivated T 
ells at a rate r. The a
tivated CD4+ T 
ells appear by a
tivation of quies
ent 
ells ata rate α as stated before, they revert to the quies
ent stage at a rate r and they are infe
ted by thevirus at a rate γ per sus
eptible 
ell and virus. They die at a rate µTNI . The produ
tively infe
tedCD4+ T 
ells appear by the infe
tion of target 
ells by the virus at a rate γ and die at a rate µTIeither due to the a
tion of the virus or the immune system. The total number of CD4+ T 
ells istherefore de�ned by Ttot = TQ + TNI + TI . Infe
ted CD4+ T-
ells produ
e virus at a rate of Π perinfe
ted 
ell. The virus are 
leared at a rate of µV .The e�e
ts of the anti-retroviral treatments are also in
orporated into the model. Two typesof antiviral drugs are 
ommonly used in standard anti-HIV treatment, protease inhibitors (PIs) andreverse trans
riptase inhibitors (RTIs).The protease inhibitors de
rease the infe
tious 
apa
ity of a large fra
tion of viral parti
les,and therefore disable the virus ability to produ
e any o�spring. This pro
ess is in
orporated in themodel by adding a 
ompartment for the non-infe
tious virus denoted VNI and a parameter ηPI ,whi
h denotes the fra
tion of produ
ed virus being non-infe
tious. Therefore, this parameter ηPIis a fra
tion between 0 and 1. A value of ηPI = 1 
orresponds to a 
ompletely e�e
tive drug thatresults only in the produ
tion of non-infe
tious virus. The lifetime of infe
tious and non-infe
tiousvirus is assumed to be identi
al.The reverse trans
riptase inhibitors (RTIs) prevent sus
eptible 
ells from be
oming infe
ted.This pro
ess is in
orporated in the model by adding a parameter ηRTI whi
h denotes the fra
tionof sus
eptible 
ells prevented to be infe
ted. Therefore, this parameter ηRTI is a fra
tion between0 and 1. A value of ηRTI = 1 
orresponds to a 
ompletely e�e
tive drug that results in preventingall new infe
tions of T 
ells. 5
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Hen
e, the system of di�erential equations des
ribing the viral dynami
 after initiation of ananti-retroviral treatment and summarizing the e�e
ts of drug therapy 
an be written as
dTQ

dt
= λ + rTNI − αTQ − µQTQ

dTNI

dt
= −(1− ηRTI)γTNIVI + αTQ − rTNI − µTNITNI

dTI

dt
= (1− ηRTI)γTNIVI − µTITI (S)

dVI

dt
= (1− ηPI)ΠTI − µV VI

dVNI

dt
= ηPIΠTI − µV VNI .The total number of virions is therefore de�ned by Vtot = VNI + VI .The parameters γ, ηRTI and ηPI are mathemati
ally not all identi�able. Furthermore it israther optimisti
 to hope to be able to estimate both ηRTI and ηPI from the data. To simplifythis issue [Putter et al., 2002℄ proposed to assume ηRTI = ηPI and to estimate a single 
ompoundtreatment e�e
t η. However, RTIs and PIs a
t in di�erent parts of the HIV repli
ation 
y
le and noeviden
e of any theoreti
al results linking ηRTI and ηPI 
an be found in the literature. We de
idedto fo
us on the e�e
t of PIs, and therefore we proposed to estimate the two following parameters

γ̃ = (1− ηRTI)γ and ηPI .As proposed by [Perelson et al., 1996℄, we assumed that all the newly produ
ed viruses arefully infe
tious before the introdu
tion of a PI treatment. We also assumed that before the treatmentinitiation, the system has rea
hed an equilibrium state. Thus the initial 
ondition of the di�erentialsystem (S) 
an be written as:
TQ(t = 0) = (1/(α + µQ))(λ + (rµV µTNI)/(Πγ̃))

TNI(t = 0) =
δc

βp

TI(t = 0) = VI(t = 0)µv/Π (0.1)
VI(t = 0) = (α

TQ(t = 0)

TNI(t = 0)
− r − µTI)/γ̃

VNI(t = 0) = 0.Nonlinear mixed e�e
ts modelAs viral dynami
 response to treatments is highly variable among patients, the use of a non-linear mixed statisti
al model allows to analyse the whole data and to estimate both the dynami
parameters and their inter -patient variabilities. Let N be the number of subje
ts and n
(1)
i , n

(2)
i thenumber of measurements on the ith subje
t of respe
tively the viral load and the CD4+ 
on
entra-tion. 6
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The observed log viral load (
p/mL) y
(1)
ij and the CD4+ 
on
entration (
ells/mm3) y

(2)
ij ofpatient i, measured respe
tively at the sampling time t

(1)
i,j end t

(2)
i,j , are related as follows

y
(1)
ij = log10(Vtot(t

(1)
ij , φi) · 1000) + ǫ

(1)
ij

y
(2)
ij = Ttot(t

(2)
ij , φi) + Ttot(t

(2)
ij , φi) ǫ

(2)
ijwhere Vtot = VNI + VI (
p/mm3) and Ttot = TQ + TNI + TI (
ells/mm3) are the solution fun
tionsfo the system (S).All the parameters are log-transformed in order to ensure positive values, ex
ept the parameter

ηPI whi
h takes its values between [0, 1], and whi
h is thus transformed with a logisti
 fun
tion.Therefore the ve
tor of the transformed physiologi
al parameters of patient i is
φi = (log(α)i, log(r)i, log(µq)i, log(µti)i, log(λ)i, log(γ̃)i, logit(ηPI)i, log(µtni)i, log(µv)i, log(Π)i).The ǫ

(l)
ij are the residual errors for the log viral load (l = 1) or the CD4+ 
on
entration (l = 2).We assume that the errors ǫ

(l)
ij are independent and normally distributed with a null mean and avarian
e σ

(l)
ij . We assume that the individual parameters φi are random ve
tors, independent of ǫ

(l)
ijand de
omposed as φi = β + bi. where β is the population mean ve
tor and bi is the random e�e
tof subje
t i, whi
h is assumed to be normally distributed with zero mean and diagonal 
ovarian
ematrix Ω.On a pra
ti
al ground, when viral load data y

(1)
ij are inferior to the limit of quanti�
ation(LOQ), the exa
t value y

(1)
ij is not known, instead, the observation is y

(1)
ij ≤ LOQ. These dataare 
lassi
ally named left-
ensored data. In this study, the limit of quanti�
ation was 50 
p/mL.This 
ensoring of observed response presents therefore an additional 
hallenge in the analysis oflongitudinal HIV-1 data.The random e�e
ts stru
ture of non-linear mixed-e�e
ts models leads to intra
table likeli-hoods, and therefore the maximum likelihood estimate is not available in 
losed form. We proposedto use the SAEM algorithm, a sto
hasti
 version developed by [Delyon et al., 1999, Kuhn and Lavielle, 2005℄of the Expe
tation-Maximization algorithm introdu
ed by [Dempster et al., 1977℄. SAEM algo-rithm is a true maximum likelihood estimation method, for whi
h 
onvergen
e results are proved.[Donnet and Samson, 2006℄ proposed a version of this algorithm adapted to di�erential mixed mod-els. The SAEM algorithm also enables to take into a

ount the left-
ensored viral load data a

u-rately [Samson et al., 2005℄. Furthermore, this estimation method evaluates the expe
tation of theviral load values below the limit of quanti�
ation, 
onditionally of the observed values.Viral load data and CD4+ 
on
entrations were modeled jointly in all patients. Models withrandom e�e
ts on all physiologi
al parameters were built. Goodness-of-�t plots (population andindividual predi
ted 
on
entrations versus observed 
on
entrations, weighted residuals versus pre-di
ted 
on
entrations and versus time) were examined.7
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ResultsThirty-height HIV-1 infe
ted patients were enrolled in this study and re
eived lopinavir. Notethat of the 38 subje
ts, 32 were in
luded in this analysis; the remaining 6 subje
ts were not assessableat week 16. Seventy-one % of subje
ts were male. The mean age of subje
ts was 39 years. Fifteenwere taking a 400/100 mg bid of lopinavir/ritonavir at week 16, that is they did not 
hange theirposology sin
e visit W0, eleven patients were taking 266/66 mg bid at week 16 and six re
eived533/133 mg bid at week 16. Together with lopinavir, they re
eived respe
tively 100 mg bid, 66mg bid and 133 mg bid of ritonavir. Seventy-two % of patients re
eiving lopinavir were 
onsideredhighly adherent a

ording to their answers to the adheren
e questionnaire.One hundred and ninety nine and one hundred and seventy seven 
on
entrations of respe
-tively the viruses and the CD4+ (out of an anti
ipated 224 and 192 respe
tively) were obtained fromthe 32 patients. Individual viral load and CD4+ evolutions are displayed in Figure 1. Eighty-�ve(42.7% of the total) viral load 
on
entrations are below the limit of quanti�
ation of 50 
p/mL.[Figure 1 about here.℄The dynami
 model (S) was �tted to the viral load and the CD4+ 
on
entration data frompatients in the lopinavir arm using the SAEM algorithm. The individual predi
tions are plottedagainst the individual observations for the logarithm of the viral load and the CD4+ 
on
entrationon Figure 2. [Figure 2 about here.℄The individual weighted residuals are plotted against the individual predi
tions for the log viralload and the CD4+ 
on
entration on Figure 3. These graphs show the adequa
y of the �nal modelwith the data. [Figure 3 about here.℄We reported the dynami
 parameter estimates in Table 1 for the �rst model.[Table 1 about here.℄The residual varian
es were estimated at a level of 0.51 for the log viral load and 0.09 for the CD4+
on
entrations.We observed a large inter-patient variability in the estimates of all individual dynami
 param-eters (the 
oe�
ient of variation ranges from 1% to 114% for the di�erent dynami
 parameters),but espe
ially for four parameters, α the a
tivation rate of quies
ent T 
ells, r the desa
tivation rateof quies
ent T 
ells, µv the death rate of the HIV viruses and Π the rate of produ
ted virus. For8
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instan
e, the smallest virus 
learan
e rate ( µv) was estimated as 23 day−1 with a 
orrespondinghalf-life of 0.02 days or 0.48 hour, and the largest 
orresponded to a half-life of 0.0001 days or 0.14minute. The smallest rate of virions produ
ed per infe
ted 
ell was 50.62 and the largest rate ofvirions produ
ed per infe
ted 
ell was 11801.As an example, Figure 4 presents the model-�tting results for 4 subje
ts for both the viralload and the CD4+ 
on
entration. [Figure 4 about here.℄For example, for patient 1, the PI e�
a
y was estimated at 0.97 
orresponding to a high level ofe�
a
y. Thus this patient had su

essful viral load and CD4+ 
on
entration traje
tories.The estimated dynami
 parameters for the patients 8 and 17 are reported in Table 2.[Table 2 about here.℄These two patients have initial similar viral load values (respe
tively 4.87 and 4.98 at W0, 2.41 and2.52 at W2, and below LOQ for all the following measurements), therefore similar individual dynami
parameters should be expe
ted. However, their CD4+ 
on
entrations are di�erent. Consequently, bymodeling 
onjointly the CD4+ 
on
entrations and the viral load, the estimation of some individualdynami
 parameters di�ers between these two patients, parti
ularly the virus 
learan
e rate µV ,the rate of a
tivation of the quies
ent T 
ells α or the produ
tion rate of CD4+ T 
ells λ. Thesedi�eren
es explain the two di�erent pro�les predi
ted for the log viral load of the two subje
ts whi
hare plotted on Figure 4.Dis
ussionMost studies of HIV dynami
s modeled only viral load data in a short period (2-6 weeks) afterthe initiation of an anti-retroviral treatment. In this arti
le, we established the relation of virologi
responses (viral load de
rease and CD4+ in
rease) to drug e�e
t using a 
omplex viral dynami
model. To estimate viral dynami
 parameters, we used all the data (both viral load and CD4+measurements) obtained during 48 weeks in PI-naive patients starting a treatment with lopinavir.We showed the matter of estimate dynami
 parameters from both biologi
al markers. Indeed, forsome patients with similar viral load trend, the simultaneous modeling of the CD4+ in
rease rea
hedto di�erent individual dynami
 parameters.The estimation of the parameters of su
h a model is a very di�
ult statisti
al and 
om-putational 
hallenge, never 
arried through up to now. [Putter et al., 2002℄ and [Wu et al., 2005℄were 
ompelled to assume simplifying hypothesis in order to a�ord the statisti
al estimation, lead-ing to unsatisfa
tory models of the HIV viral dynami
. For example, [Putter et al., 2002℄ and9
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[Wu et al., 2005℄ adopted a Bayesian estimation approa
h be
ause they failed to implement an ef-�
ient maximum likelihood estimation method. Several algorithms proposed to approximate thelikelihood by linearization or using Lapla
e's approximation, su
h as the Lindstrom and Bates'algorithm implemented in the nlme fun
tion of Splus software (Insightful, Seattle, Washington)[Lindström and Bates, 1990, Pinheiro and Bates, 1995℄. However, there is no published proof ofany relevant statisti
al property for these algorithms, furthermore, they frequently fail to 
onverge.To over
ome this issue, we used the SAEM algorithm whi
h is 
omputationally e�
ient on thismodel. The analysis of su
h data is also 
ompli
ated by the left-
ensoring of the viral load data dueto the lower limit of dete
tion of experimental devi
es. It has been proved that omitting to 
orre
tlyhandle this 
ensored data provides biased estimates of dynami
 parameters [Samson et al., 2005℄.While [Putter et al., 2002℄ in
luded their analysis in their algorithm, [Wu et al., 2005℄ did not real-ize it. We in
orporated in the SAEM algorithm a new way to manage the left-
ensored data, andevaluated the expe
tation of the 
ensored values 
onditioning on the observed values. Therefore theresults obtained here in the �eld of virology and anti-retroviral therapy are important by providingreliable estimation of dynami
 parameters.We 
hose to distinguish three types of CD4+ T 
ells (quies
ent, a
tivated infe
ted or not) be-
ause the in�uen
e of latent T 
ells be
omes important after a rather long time ranging from severalweeks to months [Perelson et al., 1997, Perelson and Nelson, 1997, Callaway and Perelson, 2002,Mo
roft et al., 2000℄. As we �t data 
olle
ted up to 48 weeks after the therapy start, this la-tent CD4+ T 
ells reservoir is 
ru
ial to obtain a good �t. We tried a more simpli�ed model withonly four equations but failed to �t the data. We also distinguished infe
tious virions from non-infe
tious virions as proposed by [Perelson et al., 1996℄. Thus the di�erent me
hanisms of a
tionof NRTI and PI drug e�e
ts were modeled. The me
hanism-based dynami
 model is powerful ande�
ient to 
hara
terize relations of the anti-retroviral response to drugs. Long-term HIV dynami
s
an be reasonably modeled with this model. Dynami
 parameters for individual subje
ts 
an beestimated using the SAEM algorithm.Transformations are frequently used on the CD4+ 
on
entrations to allow the statisti
al modelto give a more satisfa
tory �t to the observations. A variety of transformations in
luding log, squareroot or fourth-root have been used by others authors [Taylor and Sy, 1994, Taylor and Law, 1998,Thiebaut et al., 2005℄ to a
hieve approximate Gaussian distributions and homogeneity of varian
eof the measurement error 
omponent. However, the interpretation of su
h transformations being
omplex, we 
hose not to present su
h models in this paper.The estimated parameters showed the e�
a
y of the HAART in
luding lopinavir as a PI.From the estimated viral dynami
 parameters, the 
learan
e rate of free HIV virus (µv = 228day−1) was greater that those previously estimated in literature [Ho et al., 1995, Wei et al., 1995,10
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Perelson et al., 1996, Perelson et al., 1997, Wu et al., 1999, Wu et al., 2003, Perelson and Nelson, 1997℄,in
luding the value estimated re
ently by [Wu et al., 2005℄ whi
h was yet greater than the previousones. This might be explained by the di�eren
e between the two populations of patients. Whilethe patients in the 
ophar ii trial were PI-naive, the data analyzed by [Wu et al., 2005℄ 
amefrom patients re
eiving the PI indinavir instead of lopinavir and who failed their �rst PI-
ontainingregimen. The rate of quies
ent T 
ells produ
tion was lower (λ = 7.17) than the one estimated by[Wu et al., 2005℄, but they used a simpli�ed model of the T 
ells 
ompartments. The death rate ofprodu
tively infe
ted 
ells (µTI) was smaller than those previously estimated in literature. More-over, the inter-patient variabilities were large in all viral dynami
, espe
ially for α the a
tivation rateof quies
ent T 
ells, r the desa
tivation rate of quies
ent T 
ells, µv the death rate of respe
tivelythe HIV viruses and Π the rate of produ
ted virus. This may indi
ate a signi�
ant heterogeneity inhost 
hara
teristi
s and viral spe
ies in di�erent hosts, suggesting the importan
e of individualizedtreatments.It is important to point out some of the limitations of the model that we are using. Thismodel does not re
ognize the fa
t that HIV undergoes rapid mutation in the presen
e of antiretro-viral therapy. Of 
ourse, 
onsidering su
h phenomenons in the model may introdu
e many moreparameters. We have attempted to keep the model itself as simple as possible, in order to keep itsparameters estimation as 
lear as possible. We 
onsidered a 
onstant treatment e�e
t, however, thee�e
t of antiviral treatment appears to 
hange over time, probably due to pharma
okineti
 pro
essesvariation, �u
tuating patient adheren
e, the emergen
e of drug resistan
e mutations and/or otherfa
tors. [Huang et al., 2003, Wu et al., 2005℄ proposed viral dynami
 models to evaluate antiviralresponse as a fun
tion of time-varying 
on
entrations of drug in plasma, et
. A more elaboratemodel would thus promisingly in
lude these additional extensions. Nevertheless, these limitationswould not o�set the major �ndings from our modeling approa
h, although further improvementmay be brought.A
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Figure 1: Population predi
ted 
urves (plain line) overlaid on the observed individual (doted lines)log viral load de
reases (left) and CD4+ in
reases (right) in the lopinavir group of the 
opharii-anrs111 trial. The left-
ensored viral load data are plotted at the LOQ value 1.69.
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Table 1: Estimates of the dynami
 parameters and their inter-patient variability expressed as 
oef-�
ient of variation (CV %) with the 
orresponding Standard Errors (SE) of estimation.�xed e�e
t (SE) CV (%) (SE)
α (day−1 mm−3) 0.63 (0.11) 109 (0.37)
r (day−1 mm−3) 2.43 (0.44) 114 (0.26)
µQ (day−1) 0.01 (<10−3) 47 (0.06)
µti (day−1) 0.04 (0.01) 76 (0.12)
λ (day−1 mm−3) 7.17 (0.57) 45 (0.05)
γ (day−1 
ell−1 mm−3) 0.01 (<10−3) 60 (0.07)
η 0.86 (0.14) 18 (0.25)
µtni (day−1) 0.15 (0.02) 56 (0.11)
µv (day−1) 228.15 (39.6) 107 (0.25)
Π (day−1 
ell−1 mm−3) 428.37 (83.6) 99 (0.28)
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Table 2: Individual estimates of the dynami
 parameters for patients 8 and 17.Patient 8 Patient 17
α (day−1 mm−3) 0.41 8.07
r (day−1 mm−3) 0.60 0.34
µQ (day−1) 0.02 0.03
µti (day−1) 0.08 0.02
λ (day−1 mm−3) 4.44 7.42
γ (day−1 
ell−1 mm−3) 0.02 0.002
η 0.74 0.76
µtni (day−1) 1.15 0.23
µv (day−1) 35.16 774.24
Π (day−1 
ell−1 mm−3) 179.45 506.04
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Résultats complémentaires

Plusieurs auteurs recommandent d’analyser des transformations des concentra-
tions de CD4+, qui permettraient d’obtenir des résidus gaussiens plus satisfaisants
qu’à partir d’une analyse des concentrations de CD4+ non transformées. Par exemple
Taylor et al. et Thiebaut et al. [73, 74, 63] proposent de considérer les logarithmes,
les racines carrées, ou quatrièmes des concentrations de CD4+. Sous ces hypothèses,
un modèle d’erreur additif homoscédastique est utilisé sur les CD4+ transformés.

Nous avons donc également réalisé l’analyse conjointe de la dynamique du virus
et des CD4+ en utilisant un modèle d’erreur homoscédastique sur la racine qua-
trième des CD4+. Les évolutions prédites avec ce modèle pour la charge virale et les
concentrations de CD4+ sont présentées sur la figure 7.1.
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Figure 7.1: Courbes individuelles observées et courbes moyennes prédites pour les
charges virales (gauche) et les concentrations de CD4+ (droite) à partir d’un modèle
d’erreur homoscédastique sur les racines quatrièmes des concentrations de CD4+.

Les prédictions en fonction des observations des charges virales et des concen-
trations de CD4+ sont tracées sur la figure 7.2. Certaines concentrations de CD4+

sont sous-prédites, en particulier les grandes valeurs de concentrations. De même, les
charges virales sont prédites de façon moins précise avec ce modèle qu’avec le modèle
d’erreur hétéroscédastique présenté dans l’article. Ce modèle d’erreur semble donc
moins satisfaisant que le précédent. Ces diagnostiques graphiques ne sont cepen-
dant pas suffisants pour discriminer ces deux modèles. Une comparaison par critère
d’Akaike ou BIC pourrait être réalisée.

Néanmoins, la transformation des concentrations de CD4+ étant difficile à inter-
préter biologiquement, nous nous sommes limités, dans l’article, à la présentation des
résultats obtenus avec le modèle d’erreur hétéroscédastique sur les concentrations de
CD4+ non transformées.
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Figure 7.2: Prédictions individuelles en fonction des observations individuelles pour
les charges virales (gauche) et les concentrations de CD4+ (droite) à partir d’un
modèle d’erreur homoscédastique sur les racines quatrièmes des concentrations de
CD4+.
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Chapitre 8

Étude des interactions
pharmacocinétiques

8.1 Contexte

Dans l’essai cophar ii-anrs 111 présenté dans le chapitre 7, les patients rece-
vaient une combinaison de médicaments. Par exemple les patients sous inhibiteur de
protéase lopinavir (combiné au ritonavir) recevaient également des analogues nucléo-
sidiques comme la zidovudine et/ou la lamivudine. Il est donc important d’étudier
les interactions pharmacocinétiques entre ces médicaments. D’autre part, il essen-
tielle d’étudier et de modéliser la variabilité intra-patient de ces médicaments car
certains auteurs ont montré qu’elle est en général particulièrement grande [64]. Ces
deux types d’études reposent sur une méthodologie similaire, l’analyse de données de
concentration recueillies lors de plusieurs périodes d’observations. Dans ce chapitre,
nous nous sommes principalement intéressés à l’étude de l’interaction pharmacoci-
nétique de deux molécules.

L’interaction pharmacocinétique entre deux médicaments se caractérise par la
modification d’un paramètre pharmacocinétique de l’un d’entre eux, cette modifi-
cation ayant une pertinence clinique. Par exemple, dans la classe des inhibiteurs de
protéase, il a été montré que le ritonavir est moins efficace que l’indinavir. Cepen-
dant, différents auteurs [75, 76] ont montré que lorsque le ritonavir est administré
avec l’indinavir, le ritonavir a pour effet de ralentir l’élimination de l’indinavir, c’est-
à-dire qu’il augmente son exposition et donc son efficacité. Cette augmentation de
l’efficacité de l’indinavir ne peut pas être obtenue en augmentant les doses de ce
médicament sans risquer des problèmes de toxicités rénales, les seuils d’efficacité et
de toxicité en terme de doses de cette molécule étant proches. Ainsi, la combinaison
de l’indinavir et du ritonavir permet, avec des doses non toxiques, d’obtenir une
efficacité augmentée de l’indinavir.

L’administration conjointe de deux molécules peut également avoir des effets
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négatifs. C’est par exemple le cas pour deux inhibiteurs nucléosidiques de la trans-
criptase inverse, la zidovudine et la stavudine. En effet, il a été montré que ces
deux médicaments utilisent la même voie d’activation. Quand ils sont administrés
ensemble, il y a donc un risque de diminution de l’efficacité de chacun de ces médi-
caments par antagonisme compétitif dans leur voie d’activation, et l’administration
conjointe de ces deux médicaments est proscrite [77].

Les interactions pharmacocinétiques sont étudiées en plusieurs étapes. Une pre-
mière étape in vitro a pour but d’étudier biochimiquement les processus d’interac-
tion. Ensuite, l’interaction est étudiée chez des patients au cours d’essais cliniques
spécifiques, à plusieurs périodes observations. Les patients reçoivent lors de la pre-
mière période un seul des deux médicaments, que nous appelons A dans la suite.
Les patients sont ensuite suivis lors d’une deuxième période, pendant laquelle ils
reçoivent les deux médicaments A et B simultanément. Dans ces essais, chaque pa-
tient est pris comme son propre témoin, ce qui permet de différencier la variabilité
intra-patient de la variabilité résiduelle.

A partir des données recueillies au cours de ces essais spécifiques, une première
analyse non-compartimentale permet de déterminer les paramètres pharmacociné-
tiques du médicament A seul ou de A co-administré avec B, et de les comparer. Les
agences réglementaires américaine et européenne du médicament préconisent pour
ces essais d’évaluer les interactions sur le logarithme de deux paramètres pharma-
cocinétiques : l’aire sous la courbe (AUC) et la concentration maximale (Cmax).
Dans un deuxième temps, une approche par modélisation permet de différentier
les variabilités inter et intra patients de la variabilité résiduelle, d’identifier les fac-
teurs cliniquement pertinents pouvant expliquer cette interaction (démographique,
fonction rénale, ...) et enfin de montrer sur quels paramètres pharmacocinétiques se
répercute l’interaction médicamenteuse.

Le but de ce chapitre est d’adapter l’algorithme SAEM à l’analyse de ces essais à
plusieurs périodes d’observation et à la modélisation de ce niveau supplémentaire de
variabilité. L’extension de l’algorithme SAEM à ce cadre est présentée dans la section
8.3. Nous l’avons ensuite évalué par simulation sur un essai pharmacocinétique à
deux périodes d’observations, détaillée dans la section 8.4. Enfin, dans la section
8.5, nous avons utilisé cette méthode pour étudier l’interaction du ténofovir, un
inhibiteur nucléotidique de la transcriptase inverse, sur la pharmacocinétique de
l’atazanavir, un inhibiteur de protéase, en analysant des données de concentration
recueillies lors de l’essai Puzzle 2-anrs 107.
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8.2 Modèles et notations

Dans un souci de clarté, nous nous limitons dans la suite de ce chapitre à un
essai comprenant 2 périodes d’observations. La jème concentration (j = 1, . . . , ni)
du sujet i (i = 1, . . . , N) pour la période k (k = 1, 2) prélevée au temps tijk est notée
yijk. Notons yik = (yijk)1≤j≤ni

, le vecteur d’observations du sujet i pour la k-ème
période et y = (yijk)i,j,k le vecteur de toutes les observations. Le modèle mixte s’écrit
alors

yijk = f(tijk, φik) + εijkg(tijk, φik)

εijk ∼ N (0, 1)

φik = Xiµ+ bi + cik (8.1)

bi ∼ N (0,Ω)

cik ∼ N (β1k=2,Γ)

où φik est le vecteur de taille p des paramètres du sujet i pour la période k, εijk
est l’erreur de mesure, supposée indépendante de φik, normalement distribuée, de
moyenne nulle et de variance 1. Le modèle d’erreur peut être homoscédastique

g(tijk, φik)
2 = σ2,

ou hétéroscédastique

g(tijk, φik)
2 = (a+ σf(tijk, φik))

2,

avec a une constante fixée et σ2 la variance résiduelle.
On note µ la matrice des effets fixes, Xi le vecteur de covariables du sujet i, bi est

un effet aléatoire dépendant du sujet i, normalement distribué, de moyenne nulle et
de matrice de variance-covariance Ω. Le vecteur cik est un effet aléatoire dépendant
du sujet i et de la période k, qui est également normalement distribué et de matrice
de variance-covariance Γ. Pour assurer l’identifiabilité des paramètres, on suppose
que les effets aléatoires ci1 de la période 1 sont centrés, alors que les vecteurs ci2 de
la période 2 sont de moyenne β, qui représente l’effet de l’interaction du traitement
B sur le traitement A. La variance Ω représente la variabilité inter-sujet alors que
Γ représente la variabilité intra-sujet ou inter-occasion.

Le vecteur des paramètres à estimer est θ = (µ, β,Ω,Γ, σ2). On note ψi = µ+ bi,
ψ = (ψ1, . . . , ψN), c = ((ci1, ci2)1≤i≤N).
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8.3 L’algorithme SAEM pour la modélisation de la

variabilité intra-sujet

Le modèle (8.1) est un modèle à données non observées, le vecteur des données
non observées étant x = (ψ, c). La vraisemblance des données observées y s’écrit
alors

p(y; θ) =

∫
p(y, ψ, c; θ)dψdc,

où p(y, ψ, c; θ) est la vraisemblance des données complètes (y, ψ, c). La vraisemblance
des données complètes s’écrit

p(y, ψ, c; θ) = p(y|ψ, c;σ2)p(ψ;µ,Ω)p(c; β,Γ),

et sous les hypothèses de normalité des effets aléatoires, appartient à la famille
exponentielle, c’est à-dire qu’elle s’écrit

p(y, ψ, c; θ) = exp {−h(θ) + 〈S(y, ψ, c), H(θ)〉} , (8.2)

où h et H sont deux fonctions du paramètre inconnu θ, 〈·, ·〉 est le produit scalaire,
et S(y, ψ, c) sont les statistiques suffisantes minimales du modèle complet. Ces sta-
tistiques comprennent, outre les statistiques déjà présentées dans le chapitre 4, les
statistiques liées au deuxième niveau d’effet aléatoire :

∑
ik cik ,

∑
ik c

2
ik,
∑

i ci2.
Nous avons proposé une version de l’algorithme d’estimation SAEM adaptée

à ce modèle. Les étapes d’Approximation Stochastique et de Maximisation sont
adaptées aux nouvelles statistiques suffisantes du modèle. L’étape de Simulation est
plus complexe. Nous avons proposé de simuler la chaîne de Markov (ψ, c), ayant
pour unique loi stationnaire la loi p(ψ, c|y; θ(m−1)), par algorithme de Gibbs hybride.
A l’itération m, la simulation de (ψ(m), c(m)) est donc réalisée en combinant deux
procédures de Metropolis-Hastings :

1. simulation de c(m) selon p(.|y, ψ(m−1); θ(m−1)) par Metropolis-Hastings en uti-
lisant les trois lois instrumentales suivantes :

(a) la distribution a priori de c, c’est-à-dire une loi normaleN (β̂(m−1)1k=2, Γ̂(m−1)),

(b) une loi normale multidimensionnelle générant une marche aléatoire

N (c(m−1), ρcΓ̂(m−1)),

(c) la succession de p lois normales unidimensionnelles générant une marche
aléatoire, chaque composante de c étant actualisée successivement.

2. simulation de ψ(m) selon p(.|y, c(m); θ(m−1)) par Metropolis-Hastings en utilisant
les trois lois instrumentales suivantes :
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(a) la distribution a priori de ψ, c’est-à-dire la loi normale N (µ̂(m−1), Ω̂(m−1),

(b) une loi normale multidimensionnelle générant une marche aléatoire

N (ψ(m−1), ρψΩ̂(m−1)),

(c) la succession de p lois normales unidimensionnelles générant une marche
aléatoire, chaque composante de ψ étant actualisée successivement.

Les paramètres ρψ et ρc utilisés dans les marches aléatoires multidimensionnelles
sont des paramètres d’échelle choisis de manière à obtenir un taux d’acceptation
satisfaisant, c’est-à-dire proche de 30%.

8.4 Évaluation par simulation des propriétés de l’al-

gorithme

Nous avons évalué les propriétés statistiques (biais et erreurs quadratiques moyennes)
de cette extension de SAEM par simulation à partir de l’exemple de la pharmaco-
cinétique de la théophylline, un anti-asthmatique, que nous avons déja utilisé dans
le chapitre 3.3 pour illustrer les propriétés de l’algorithme SAEM dans le cadre des
modèles dynamiques stochastiques.

8.4.1 Méthodes

Une dose orale de théophylline de 4 mg est administrée aux patients. Dix prélè-
vements sont réalisés 15 minutes, 30 minutes, 1, 2, 3.5, 5, 7, 9, 12 et 24 heures après
la prise.

Un modèle à un compartiment avec absorption et élimination du premier ordre
est utilisé pour décrire ce processus

f(φ, t) =
Dose · ka
V ka − Cl

(
e−

Cl
V
t − e−kat

)
(8.3)

où V est le volume de distribution, ka le taux d’absorption et Cl la clairance d’élimi-
nation du médicament. Le vecteur φ des paramètres est composé de log(V ), log(ka)

et log(AUC), où AUC = Dose/Cl.
Nous avons simulé 1000 jeux de données avec N = 12 sujets dans chaque groupe

de traitement. Les valeurs des effets fixes étaient celles estimées sur le jeu de données
réelles : µ = (−0.73, 0.39, 4.61). Les variabilités inter-patient ont été choisies comme
suit : 10% pour le volume log(V ) et 20% pour log(ka) et log(AUC). Les variabilités
intra-patient ont été choisies comme étant égales à la moitié des variabilités inter-
patient pour chacun des trois paramètres. Nous avons choisi un modèle d’erreur
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Biais RMSE

SAEM nlme SAEM nlme

Effet fixe -0.04 -0.16 0.04 2.10
Effet traitement -0.09 0.03 0.07 1.09
Variance inter-patient -14.55 -12.00 15.11 47.71
Variance intra-patient -1.86 14.01 7.33 68.86
Variance résiduelle -1.71 55.44 1.88 61.57

Table 8.1: Biais et RMSE relatifs (%) sur les paramètres estimés pour log(AUC)
avec SAEM et nlme

hétéroscédastique combiné

g(φik, tij)
2 = (1 + σf(φik, tij))

2,

simulé avec une variance σ2 = 0.01 . Nous n’avons pas simulé d’effet interaction, ce
qui correspond à un vecteur β nul.

Nous avons analysé les 1000 bases simulées avec l’algorithme SAEM et la fonction
nlme de R, implémentant un algorithme foce. Pour chaque jeu de données, nous
avons estimé les effets fixes log(V/F ), log(ka) et log(AUC), ainsi que les variances
inter- et intra- patient sur ces trois paramètres. Nous avons également estimé un
effet traitement sur chaque effet fixe. La variance résiduelle σ2 est estimée. Nous
avons calculé les biais et les erreurs moyennes quadratiques moyens obtenus par les
deux algorithmes d’estimation pour l’ensemble des paramètres.

8.4.2 Résultats

Les résultats obtenus par l’algorithme SAEM et la fonction nlme en termes de
biais relatifs et de RMSE relatives se rapportant au paramètre log(AUC) sont pré-
sentés dans le tableau 8.1.

Les biais de la variance intra-patient, et de la variance résiduelle sont nettement
plus faibles avec l’algorithme SAEM qu’avec la fonction nlme. Les biais des autres
paramètres sont du même ordre pour les deux méthodes. Les RMSE sur les variances
sont nettement améliorés avec SAEM. Ces résultats illustrent les bonnes propriétés
statistiques de l’algorithme SAEM étendu à ce cadre.
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8.5 Application à l’étude de l’interaction du téno-

fovir sur la cinétique de l’atazanavir

8.5.1 Essai Puzzle 2 - ANRS 107

L’essai Puzzle 2 - ANRS 107 est un essai prospectif, ouvert, randomisé, réalisé
chez des patients infectés par le VIH-1 en échec thérapeutique. Une sous-étude phar-
macocinétique a été effectuée au début de l’essai chez 11 d’entre eux. Tous les patients
avaient signé un consentement éclairé avant de participer à l’essai et à la sous-étude
pharmacocinétique, qui avaient préalablement été approuvés par le Comité Consul-
tatif de Protection des Personnes se prêtant à la Recherche Biomédicale de l’Hôpital
Saint-Antoine (Paris). Les patients éligibles devaient répondre aux critères suivants :
traitement anti-rétroviral stable depuis un mois, charge virale HIV-1 supérieure à
10 000 copies/ml, échec documenté du précédent traitement anti-rétroviral conte-
nant aux moins deux inhibiteurs de protéase et un analogue non-nucléosidique de
la transcriptase inverse, ainsi que l’absence de cardiomyopathie ou de maladie du
système de conduction cardiaque.

Les patients ont été randomisés dans deux groupes, le groupe 1 continuant à
prendre le même traitement qu’avant l’inclusion pendant deux semaines, et le groupe
2 recevant de l’atazanavir (300 mg en une prise quotidienne) combiné au ritonavir
(100 mg en une prise quotidienne) à la place des inhibiteurs de protéase reçus avant
l’inclusion.

A partir de la troisième semaine, tous les patients recevaient de l’atazanavir
(300 mg en une prise quotidienne) combiné avec du ritonavir (100 mg en une prise
quotidienne). Ils recevaient également un inhibiteur nucléotidique de la transcriptase
inverse, le tenofovir disoproxil fumarate (DF) (300 mg en une prise quotidienne) et
d’autres analogues nucléosidiques choisis individuellement en fonction du profil de
résistance du virus isolé chez chaque patient.

La sous-étude pharmacocinétique de cet essai s’est déroulée chez 11 patients du
groupe 2. L’objectif de cette étude était d’estimer les paramètres pharmacocinétiques
de l’atazanavir (administré avec le ritonavir) avant ou après l’initiation du traitement
par le ténofovir DF, afin d’évaluer s’il existe une interaction du ténofovir sur la
cinétique de l’atazanavir. Le but de cette étude était d’obtenir une modélisation
complète et satisfaisante de ces données avec l’algorithme SAEM.

Nous nous sommes intéressés aux données de concentration obtenues dans cette
sous-étude.
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8.5.2 Prélèvements pharmacocinétiques et mesure des concen-

trations

Des prélèvements sanguins destinés à la détermination des concentrations d’ata-
zanavir ont été réalisés à la semaine 2, c’est-à-dire avant l’initiation du traitement
par le ténofovir DF, et à la semaine 6, c’est-à-dire après l’initiation du traitement.
Ces prélèvements ont eu lieu avant la première dose du matin puis 1, 2, 3, 5, 8 et
24 heures après l’administration du traitement. Le délai exact entre la prise du trai-
tement et le prélèvement sanguin a été recueilli pour ces prélèvements prévus après
la dose du matin. Pour le prélèvement effectué avant la dose du matin, le délai avec
la dose du soir précédent était évalué à partir de l’heure de prise rapportée par le
patient et l’horaire exact du prélèvement. Ce délai étant sujet à une importante in-
certitude, nous avons décidé d’exclure la concentration correspondante de l’analyse.
L’un des onze patients a été exclu de l’étude après le deuxième semaine en raison de
la survenue d’extrasystoles. Il a par conséquent été exclu de l’analyse. Les données
aux deux visites sont présentées sur la Figure 8.1.

8.5.3 Modèle de pharmacocinétique de population

Nous avons utilisé un modèle à un compartiment avec une absorption d’ordre
zéro et une élimination d’ordre un, se plaçant à l’équilibre après l’administration de
plusieurs doses de médicament. Les paramètres de ce modèle sont la biodisponibilité
F , la durée d’absorption Ta, le volume de distribution V et la constante d’élimination
ke. En utilisant un délai τ de 24 heures entre chaque prise de médicament, l’équation
du modèle est la suivante

FDose

TaV ke

(
(1− e−ket)1t<Ta +

e−keτ1t<Ta (1− e−keTa)e−ke(t−Ta)

(1− e−keτ )

)
Afin de tester la présence d’une interaction pharmacocinétique du ténofovir sur

l’exposition des patients à l’atazanavir, le modèle a été reparamétré en Ta, V et AUC
en utilisant AUC = FDose/keV . L’atazanavir étant administré par voie orale, les
paramètres identifiables sont Ta, V/F et AUC. Afin de garantir la positivité des
paramètres estimés, nous avons considéré les logarithmes de Ta, V/F et AUC, le
vecteur de paramètres de ce modèle est donc φ = (lnTa, lnV/F, lnAUC).

Nous avons analysé avec l’algorithme SAEM les données de concentrations ob-
tenues aux deux visites pharmacocinétiques. Nous avons estimé la variabilité inter-
et intra-patient sur les trois paramètres pharmacocinétiques. Nous avons également
testé par test de Wald l’influence de l’association avec le ténofovir sur les trois effets
fixes du modèle. Nous avons utilisé un modèle d’erreur homoscédastique.
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Figure 8.1: Courbes prédites et concentrations observées de l’atazanavir en l’absence
de ténofovir (courbe −−, observations + ) et en présence du ténofovir (courbe —,
observations ∗) chez 10 patients de l’essai Puzzle 2 - ANRS 107.

V/F AUC Ta

log effet fixe 3.92 10.70 1.36
effet interaction 0.02 -0.38 0.39
CV (%) inter-patient 0.00 48.68 0.00
CV (%) intra-patient 53.30 0.41 14.05

Table 8.2: Paramètres estimés à partir des données de concentration d’Atazanavir

8.5.4 Résultats

Les estimations des paramètres et des variances figurent dans le tableau 8.2.
La variance résiduelle a été estimée à σ = 737 ng/mL. La prise de tenofovir a
un effet significatif sur les paramètres pharmacocinétiques log(AUC) (p < 10−4)
et log(Ta) (p < 0.0025) de l’atazanavir, engendrant une baisse de 1.46 de l’AUC,
et une augmentation de 1.47 du temps d’absorption. Cet effet du ténofovir sur la
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pharmacocinétique de l’atazanavir est visible sur les courbes de population prédites,
tracées sur la figure 8.1.

Les graphiques d’adéquation du modèle, présentés dans la figure 8.2 sont satis-
faisants.

8.5.5 Conclusion

Le développement de l’algorithme SAEM nous a permis d’analyser les concentra-
tions d’atazanavir obtenues aux deux visites pharmacocinétiques de l’essai Puzzle 2
- ANRS 107 en évaluant l’influence du ténofovir DF sur les trois paramètres phar-
macocinétiques du modèle. Nos résultats confirment les conclusions de l’analyse non
compartimentale des données de cet essai, où une diminution significative de l’AUC
de l’atazanavir avait été observée lorsque les patients prenaient également du téno-
fovir. L’agence du médicament américaine FDA recommande désormais de modifier
les doses d’atazanavir si ce dernier doit être administré avec le ténofovir. Nous avons
d’autre part pu estimer les variabilités inter- et intra-patient des trois paramètres
pharmacocinétiques.

8.6 Discussion

Nous avons proposé dans ce chapitre une extension de l’algorithme SAEM adap-
tée à l’estimation de la variabilité intra-patient dans les modèles non-linéaires à effets
mixtes. Nous avons montré par simulation les propriétés satisfaisantes de cet algo-
rithme, en particulier par rapport à la fonction nlme, classiquement utilisée dans ce
genre d’analyses.

De plus, l’application à l’étude de l’interaction du ténofovir sur la cinétique de
l’atazanavir a montré que cette méthode permettait d’estimer les variabilités inter-
et intra-patient sur l’ensemble des paramètres pharmacocinétiques du modèle, ce qui
n’était pas possible en analysant les mêmes données avec le logiciel nlme.

La méthode d’estimation SAEM est donc particulièrement adaptée à l’analyse
de données de concentrations obtenues chez des patients pour l’étude d’interaction
pharmacocinétique. Cet algorithme peut également être utilisé pour l’estimation de
la variabilité intra-patient des paramètres pharmacocinétiques de médicament étu-
diés au cours de plusieurs observations, y compris en l’absence d’études d’interaction.
Il en est de même pour l’analyse de données recueillies au cours d’essais de bioéqui-
valence à plusieurs périodes d’observations, dont le but est de montrer l’équivalence
pharmacocinétique entre deux formulations différentes (comprimé, soluble, ...) d’une
même molécule.
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Figure 8.2: Graphiques d’adéquation du modèle.
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Chapitre 9

Conclusion générale et perspectives

Ce travail de thèse est consacré aux développements de méthodes d’estimation
permettant l’évaluation de la dynamique virale sous traitement dans l’infection par
le VIH. Cette évaluation repose sur l’analyse de données longitudinales par modèles
non-linéaires à effets mixtes. Les méthodes d’estimation que nous avons développées
reposent sur l’algorithme SAEM, dont la convergence a été démontrée par Delyon
et al. [43] et Kuhn et Lavielle [30]. Ces extensions rendent notamment possible
l’estimation des paramètres d’un modèle non-linéaire mixte défini par équations dif-
férentielles (ordinaires ou stochastiques), la prise en compte des données censurées
par une limite de quantification, ou encore la modélisation d’un niveau supplémen-
taire de variabilité (par exemple la variabilité inter-occasion). Ces extensions sont
appuyées par des développements mathématiques, et les propriétés de convergence
de l’algorithme SAEM ont été étendues à ces différents cas.

Nous avons illustré au cours de cette thèse les capacités de l’algorithme SAEM
à estimer les paramètres de modèles complexes à partir de jeux de données réelles.
Cet algorithme s’affranchit des problèmes de convergence extrêmement lente ren-
contrés avec les autres algorithmes d’estimation exacte tels que MC-EM, SA-NR,
etc. La version « approximation stochastique »de l’algorithme EM semble donc la
plus performante numériquement. D’autre part, l’utilisation des logiciels nonmem

et nlme engendre des problèmes contraignants de choix des points initiaux des para-
mètres, les résultats de convergence de ces algorithmes étant fortement dépendant de
ces choix. Le caractère stochastique de SAEM permet à partir de tout point initial
d’explorer l’espace des paramètres et de converger rapidement vers un voisinage du
maximum de vraisemblance, évitant ainsi les problèmes de convergence. Cette mé-
thode d’estimation est donc extrêmement prometteuse, tant au niveau des résultats
théoriques de convergence qu’au niveau algorithmique. Son extension à l’analyse de
données longitudinales binaires ou catégorielles serait d’un grand intérêt pour les
applications en recherche biomédicale. Cependant ces modèles sortent du cadre de
la famille exponentielle, en dehors duquel les résultats de convergence ne sont pas
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établis.
L’algorithme SAEM dans sa forme initiale est implémenté dans le logiciel mo-

nolix1 qui a été développé au sein du groupe de travail Monolix par Marc Lavielle.
L’intérêt de ce logiciel a été démontré lors d’une comparaison avec les différents
logiciels disponibles (nonmem, nlme, sas, ...) présentée au congrès « Population
Approach Group in Europe »de 2005. Le logiciel monolix a obtenu les meilleurs ré-
sultats en terme de qualité et de précision d’estimation et les temps de calcul pour ce
logiciel sont également parmi les plus bas parmi les méthodes d’estimation exacte2.
Ces résultats ont confirmé ceux que nous avions obtenu et qui sont présentés dans le
chapitre 4. Ce logiciel a déja été utilisé pour l’analyse de plusieurs études, en phar-
macocinétique [78, 79] comme en agronomie [80]. Trois des développements de cette
thèse (modèles définis par équations différentielles ordinaires, modèles avec données
censurées, modèles avec une variabilité inter-occasion) vont être intégrés à la pro-
chaine version du logiciel monolix, facilitant ainsi leur diffusion et leur utilisation
pratique.

Actuellement, le logiciel monolix nécessite de la part de l’utilisateur le choix
(délicat) du nombre d’itérations de l’algorithme. Pour des algorithmes déterministes
tels que celui de Newton-Raphson, la convergence est obtenue dès lors qu’entre
deux itérations successives, la différence entre les estimateurs des paramètres est
plus petite qu’un seuil prédéfini. Cependant, pour un algorithme stochastique, cette
condition peut être remplie purement par hasard et ne peut donc pas être utilisée
comme critère d’arrêt ou de convergence. Dans le cas de l’algorithme EM, il serait
par exemple possible d’utiliser une règle d’arrêt reposant sur sa propriété fondamen-
tale d’accroissement de la vraisemblance, que nous avons rappelé en introduction
de cette thèse. Cependant, dans le cas des modèles non-linéaires mixtes, la vraisem-
blance n’étant pas évaluable directement, le critère d’arrêt pourrait reposer sur une
différence inférieure à un seuil prédéfini, entre deux valeurs successives de la fonction
Q évaluée par exemple par approximation de Monte Carlo. Cependant, en raison du
caractère stochastique de l’algorithme SAEM, cette différence devrait être calculée
sur plusieurs itérations successives, afin d’éviter un arrêt prématuré dû à l’aléatoire.

Nous avons montré que l’efficacité des traitements anti-rétroviraux VIH peut être
évaluée à l’aide de tests statistiques fondés sur l’analyse des données longitudinales
de décroissance de charge virale. En effet, les tests que nous avons proposés ont
des propriétés statistiques satisfaisantes. C’est en particulier le cas en présence de
données de charge virale censurées, comme nous l’avons montré dans le chapitre 5.
L’utilisation de l’extension de l’algorithme SAEM dans l’analyse de l’essai clinique
randomisé trianon-anrs 81 a mis en évidence une meilleure réponse des patients
à l’un des deux traitements comparés sur la première pente de la décroissance, ce qui

1Téléchargeable sur le site http ://math.u-psud.fr/∼lavielle/monolix
2http ://www.page-meeting.org/page/page2005/PAGE2005008.pdf
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n’a pas pu être montré par une approche de modélisation prenant classiquement en
compte les données censurées. Nous avons ainsi retrouvé par modélisation la supé-
riorité du traitement comprenant la lamivudine sur celui comprenant la nevirapine,
qui avait été montré par Launay et al [66]. Cependant, nous n’avons analysé que
les données disponibles, en particulier, nous n’avons pas pris en compte les sorties
d’étude alors que 22% et 42% des patients des bras lamivudine et nevirapine respec-
tivement, avaient arrêté leur traitement. Une analyse prenant en compte ces sorties
d’étude prolongerait cette étude.

Nous nous sommes ensuite intéressés à l’étude plus globale de la dynamique vi-
rale, comprenant l’analyse simultanée de la décroissance de la charge virale et de la
croissance de la concentration de lymphocytes CD4+. Pour ce faire, nous avons dé-
veloppé une extension de l’algorithme SAEM adapté à l’estimation des paramètres
d’un modèle mixte défini par un système différentiel. Dans un souci d’optimisation
du temps de calcul, argument important pour son application pratique, nous avons
proposé un nouveau schéma de résolution numérique de systèmes différentiels or-
dinaires. Ce schéma a été indispensable pour l’application à l’analyse des données
de l’essai cophar ii-anrs 102. Une étude approfondie des données de cet essai est
encore à réaliser. L’effet de différentes covariables sur l’efficacité des traitements sera
testée à partir des estimations a posteriori des paramètres individuels du modèle.
Les différentes covariables pourront être intégrées directement dans le modèle mixte,
ce qui permettra, en particulier, une comparaison simultanée des données des trois
bras de traitement de l’essai clinique cophar ii-anrs 102.

Enfin, nous nous sommes intéressés à l’étude de la pharmacocinétique des traite-
ments anti-rétroviraux, en particulier à leur variabilité intra-patient. Cette variabi-
lité peut être estimée à partir d’essais réalisés en plusieurs périodes d’observations.
L’interaction d’un médicament sur la pharmacocinétique d’un autre médicament
est également étudiée à travers le suivi pharmacocinétique de patients au cours de
plusieurs périodes d’observations. Nous avons donc étendu l’algorithme SAEM à ce
cadre. L’utilisation de cette méthode a permis de montrer une interaction du téno-
fovir sur la pharmacocinétique de l’atazanavir à partir de données de l’essai puzzle

ii-anrs 107. L’utilisation de cet algorithme pour l’étude de la bioéquivalence phar-
macocinétique de deux formulations d’une même molécule est une autre application
de ce travail. En effet, des essais comprenant plusieurs périodes d’observations suc-
cessives sont également utilisés pour étudier l’équivalence biologique de nouvelles
formulations de molécules (dosages plus élevés, solution buvable, générique, etc.)
avec les formulations actuelles.

Afin d’encourager l’utilisation des modèles non-linéaires à effets mixtes dans les
essais cliniques, nous avons proposé une méthode de calcul du nombre de sujets
nécessaires permettant la planification d’essais testant une différence d’effet entre
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deux traitements et reposant sur cette méthode d’analyse. Cet outil devrait per-
mettre d’inciter les instances réglementaires à recommander cette approche de mo-
délisation au lieu des approches actuellement utilisées et homologuées reposant sur
une analyse de la dernière valeur recueillie, et ne tenant pas compte de l’ensemble
des données. La méthode de calcul du nombre de sujets repose sur une approxima-
tion de Monte-Carlo de la matrice de Fisher attendue via la simulation d’un jeu
de données comportant plusieurs milliers de sujets. Pour utiliser cette méthode, il
faut néanmoins connaître préalablement le modèle non-linéaire utilisé, les valeurs
des paramètres, le paramètre sur lequel l’effet traitement est attendue, etc. Cette
méthodologie est facilement généralisable au calcul du nombre de sujets nécessaires
à inclure pour assurer une puissance donnée dans le cas d’essais à plusieurs périodes
d’observations (qui comprennent un niveau de variabilité supplémentaire) comme
les essais pharmacocinétiques d’interaction ou de bioéquivalence. Cette méthode est
également généralisable au cas de la planification d’un essai évaluant simultanément
la pharmacocinétique et la pharmacodynamie d’un médicament.

Pour ces approches, il est important de proposer un protocole de prélèvements
conduisant aux plus faibles erreurs d’estimation possibles sur les paramètres du
modèle, comme le permet la méthode PFIM-OPT développée par Retout et Mentré
[65]. Cette approche est pour le moment basée sur la linéarisation du modèle. Une
méthode d’optimisation fondée sur un calcul exact de la matrice de Fisher pourrait
être envisagée. Amzal et al. [81] ont par exemple proposé l’optimisation de plans
d’expérience de ces modèles en utilisant des méthodes particulaires dans le cadre
bayesien.

La modélisation de la dynamique virale à laquelle nous nous sommes spécifique-
ment intéressés dans cette thèse n’est pas propre à l’infection par le VIH. Plusieurs
systèmes similaires ont été proposés pour modéliser la dynamique des infections par
le virus des hépatites B et C [82, 83]. La méthodologie développée dans cette thèse
pourrait donc être appliquée à ces domaines. De même, l’évolution de la taille de tu-
meurs cancéreuses peut être modélisée à partir de systèmes dynamiques représentant
la multiplication des cellules tumorales, la vascularisation de la tumeur, ainsi que
l’effet de traitements radiothérapeutiques ou chimiothérapeutiques [84]. Le travail
réalisé dans cette thèse pourrait donc servir pour la modélisation des données de cet
autre domaine thérapeutique, présentant un très grand intérêt. Ces modèles pour-
ront également inclure comme covariables des données issues de l’analyse génomique
de tumeurs, obtenues par exemple par analyse par puces à ADN.
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Résumé

Cette thèse est consacrée au développement de nouvelles méthodes d’estimation
adaptées à l’analyse de données répétées dans l’infection par le virus de l’immu-
nodéficience humaine (VIH). J’ai développé différentes extensions de l’algorithme
Stochastic Approximation Expectation Maximisation (SAEM) pour l’estimation par
maximum de vraisemblance des paramètres de modèles mixtes complexes, utilisés
dans ce contexte de modélisation biologique. J’ai considéré des modèles mixtes dont
les observations sont censurées à gauche ainsi que des modèles mixtes ayant un ni-
veau de variabilité supplémentaire, dépendant de la période d’observation. Je me
suis également intéressée à des modèles biologiques définis par équations différen-
tielles ordinaires ou stochastiques : la fonction de régression du modèle mixte est
alors définie comme solution de ces équations différentielles. Pour ces différents pro-
blèmes, j’ai proposé des versions adaptées de SAEM, dont j’ai étudié la convergence
théorique. J’ai implémenté ces différents algorithmes et les ai testés sur des données
de dynamique du VIH simulées et réelles.

Abstract

This thesis deals with new estimation methods for the analysis of the human im-
munodeficiency virus (HIV) dynamics by repeated measurements. I developed seve-
ral extensions of the Stochastic Approximation Expectation Maximisation (SAEM)
algorithm for the maximum likelihood estimation of mixed effects model parame-
ters, used in this context. My work was focused on mixed models with left-censored
observed data, then with three levels of varibility depending of the observation per-
iod. I also considered biological models defined by ordinary or stochastic differential
equations : the regression function of the mixed model is then the solution of these
differential equations. For these problems, I proposed several versions of the SAEM
algorithm and proved their convergence. I implemented these algorithms and eva-
luated them on HIV dynamic simulated and real datasets.

Mots clés

Modèles mixtes - Modèles à données non observées - Algorithme de Gibbs - Algo-
rithme MCMC - Estimation par maximum de vraisemblance - Algorithme EM - Al-
gorithme d’approximation stochastique - Estimation bayesienne - Données censurées
- Equation différentielle ordinaire - Equation différentielle stochastique - Processus
de diffusion - Pharmacocinétique - Dynamique du VIH
Classification AMS (2000) : 62F10, 62F15, 62J02, 62J12, 62K99, 62M99, 62P10,
68W01, 92B15
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